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Vorwort. 

Ffir die Aufgabe, die ich mir bei der Abfassung des vor- 
liegenden Lehrbuches gestellt habe, sowie' für den zu ihrer Lösung 
eingeschlagenen Weg gilt im wesentlichen dasselbe, was ich in dem 
Vorwort zu der im nämlichen Verlage erschienenen EinftLhrung in 
die Allgemeine Mechanik darzulegen suchte. Das Bflchlein möchte 
dem Leser dadurch, daß sich vor ihm die Mechanik deformierbarer 
Körper als eine natfirliche, durch innere Notwendigkeit bedingte 
Fortentwicklung der allgemeinen Mechanik aufbaut, vor allem eine 
zusammenhängende, gründliche Begriffsbildung verschaffen, und ihn 
dadurch in den Stand setzen, die ausführlicheren Lehrbücher sowie 
die Fachliteratur nicht nur mit vollem Verständnis zu studieren, 
sondern auch gegebenenfalls durch selbständige tiefer dringende 
Untersuchungen zu ergänzen. 

Durch gelegentliche Bezugnahme auf den Lihalt der in meinem 
vorgenannten Buche abgeleiteten Sätze und Gleichungen ließ sich 
die Darstellung öfter wesentlich abkürzen und vereinfachen. Der- 
artige Hinweise sind mit der Ziffer I bezeichnet So bedeutet 
L (155) die Gleichung (155), L § 49 den § 49 der Allgemeinen 
Mechanik. Auch durch Fortlassung von Formeln oder von Zwischen- 
rechnungen, die sich jeder mathematisch Gebildete ohne weiteres 
ergänzen kann, ließ sich oft erheblich Baum sparen. 

Am Schluß befindet sich auch hier wieder ein alphabetisches 
Verzeichnis aller benutzten Definitionen und der wichtigsten ent- 
wickelten Sätze zusammengestellt, welches beim Nachschlagen 
vielleicht gute Dienste leisten kann. 

Berlin-Grunewald, Februar 1919. 

Der Yerfasser. 



Yorwort znr zweiten Auflage. 

In der neuen Auflage sind nur einige kleine Verbesserungen 
angebracht worden. Auf einen häßlichen Rechenfehler in Gleichung 
(292) hat mich Herr stud. math. H. Seitz in Stuttgart aufinerksam 
gemacht 

Berlin-Grunewald, Februar 1922. 

Der Verfasser. 
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Einführnng in die Mechanik deformierbarer Korper. 

§ 1. Ein deformierbarer Körper, im Gegensatz zu einem starren 
Körper, ist ein solcher, der entweder als Ganzes oder in irgend- 
einem seiner Teile einer Formänderung fähig ist. In der Natur 
sind streng genommen alle Körper deformierbar; denn es gibt über- 
haupt keine Bewegungen, die nicht mit größeren oder kleineren 
Formänderungen oder Deformationen der daran beteiligten Körper 
verbunden wären. Aber in vielen Fällen, z, B. beim Pendel, beim 
Hebel, beim Kreisel, genügt es für eine erste Annäherung an die 
Wirklichkeit, die betreffenden Körper als starr vorauszusetzen. 
Mit den Bewegungen starrer Körper beschäftigt sich die allgemeine 
Mechanik. Dagegen werden wir es hier mit solchen Bewegungen 
zu tun haben, für deren Eigentümlichkeiten gerade die Defor- 
mationen von charakteristischer Bedeutung sind; daher müssen 
wir jetzt unsere Voraussetzungen über die Beschaffenheit der 
materiellen Körper um einen Grad verfeinern, und tun dies, indem 
wir als erste Voraussetzung überall die Annahme zugrunde legen, 
daß der Raum, den ein Körper einnimmt, von der Materie stetig 
erfüllt wird. Freilich ist auch diese Voraussetzung, ebenso wie 
die der Starrheit, nur eine ideale Abstraktion, und in der Natur 
niemals streng erfüllt, da genau genommen alle Körper eine ato- 
mistische Struktur besitzen. Aber für eine erste Annäherung an 
die Wirklichkeit kommt man auch hier mit einer vereinfachenden 
Annahme vollkommen aus. Denn ebenso, wie es für die Aufstellung 
der elementaren Hebelgesetze überflüssig und unzweckmäßig wäre, 
die tatsächlich stets eintretende elastische Durchbiegung des Hebels 
mit in Betracht zu ziehen, würde man bei der Untersuchung der 
Grundgesetze der Schallwellen oder der Flüssigkeitsströmungen 
ungeschickt verfahren, wenn man gleich von vornherein auf die 
Molekeln oder gar auf die unveränderlichen Atome der betreffen- 
den Körper zurückgehen wollte, zumal auch die letzteren sicher- 
lich wiederum nur eine ideale Abstraktion darsteUen. Absolut läßt 

Plandk, Mechanik deformierbarer Körper, 8. Anfl. 1 
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2 Einföhnug in die Mechanik deformierbarer Körper. 

sich die Natur eben fiberhanpt nicht in menschlichen Gedanken 
erschöpfen. 

Es ist die wichtigste^ zugleich aber auch die schwierig^ste 
Aufgabe des theoretischen Physikers, bei der mathematischen 
Formulierung eines von ihm in Angriff genommenen Problems 
gerade diejenigen vereinfachenden Annahmen einzuf&hren, welche 
ffir die ihn interessierenden Eigenschaften des untersuchten physi- 
kalischen Vorgangs von charakteristischer Bedeutung sind, und 
aUe Einflüsse von kleinerer Größenordnung zu vernachlässigen, 
welche an dem Hauptresultat nichts Wesentliches ändern und nnr 
als mathematischer Ballast in die Betrachtungen eingehen. Wichtig 
und unumgänglich zu fordern ist nur, daß die für verschiedenartige 
Probleme eingeführten verschiedenartigen Hypothesen miteinander 
verträglich sind. Denn sonst wflrde das physikalische Weltbild 
seine Einheitlichkeit verlieren und man erhielte auf eine be- 
stimmte Frage unter Umständen zwei einander widersprechende 
Antworten. 

Für unseren vorliegenden Zweck wird es sich am meisten 
empfehlen, den ganzen Stoff in drei gesonderten Teilen zu be- 
handeln, deren erster die Ableitung der allgemeinen Bewegungs- 
gesetze stetig ausgedehnter Körper enthält, ganz ohne Bücksicht 
auf ihren Aggregatzustand, während im zweiten und dritten Teil 
Anwendungen auf die wichtigsten Arten von Bewegungen ge- 
macht werden, je nachdem sie mit unendlich kleinen oder mit 
endlichen Deformationen verbunden sind. 




)s stetig ansgedetanten 



sclie Gesetze. 

pik materieller Punkte und 
*, wo es sich um deformier- 
bschaftec der Bewegungen 

ien zu fragen, und suchen 
ithematisclien Darstellung 
I ist immer dann und nur 
wegungen aller materiellen 
gedactit Werden kann, be- 
luskommt, wenn die Lage 
ils Funktion der Zeit ge- 
Qituau iBt. um nun einen oestimmten materiellen Punkt des Körpers 
au charakteriaieren, wollen wir den Zustand di,8 Körpers zur Zeit 
(=ü ins Auge fassen und in diesem btstimmtea Zustand einem 
jeden materiellen Pnnkt des Körpers seine drei Koordinaten a, h, e 
bezogen auf ein ruhendes rechtwinkliges rechtshändiges (L § 16} 
Koordinatensysttm, zuordnen. Diese drei Größen o, 6, c sollen dann 
auch für die folgenden Zeiten t, wenn die Koordinaten des mate- 
rielleo Punktts aus a, h, c in x, y, z übergehen, zu seiner Charak- 
terisierung dienen, sie bilden gewissermaßen den Namen, den er 
trägt, and mit dessen Hilfe er zu jeder Zeit wieder aufgefunden 
werden kann. Die ganze Bewegung des Körpers ist dann in allen 
Einzelheiten bestimmt, wenn für jeden der materiellen Punkte a, Ä, c, 
aus denen der Körper besteht, x, j/, z als Funktionen von t ge- 
geben sind, d. h. wenn: 

x=f{a,h,c,t), I 

3/ = <p(a, 6, c, 0, (1) 
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WO /*, 9>, fp gewisse eindeutige nnd endliche Funktionen von a, ft, c, t 
bedeuten. Wir nehmen sie auch als stetig an, indem wir voraus- 
setzen, daß der Körper im Verlauf seiner Bewegung nicht in ge- 
trennte Sttlcke zerfällt Nach der oben getroffenen Festsetzung 
ist für <=0 
(la) x^=a, y=&, z=c. 

Bei der Fülle der in (1) enthaltenen Möglichkeiten empfiehlt 
es sich, zunächst eine ganz bestimmte Zeit t ins Auge zu fassen, 
oder mit anderen Worten sich zunächst zu beschränken auf die 
Betrachtung der Veränderung, welche mit dem Körper von der 
Zeit bis zur Zeit t vor sich geht, wo t irgendeinen konstanten Wert 
besitzt Dann können wir t aus den Ausdrücken (1) ganz fort- 
lassen und erhalten einfacher: 

(2) j t/=9)(a, &, c), 

z = tp(a,b,c). 

Diese Gleichungen bedeuten den Übergang des Körpers aus einer 
bestimmten „Anfangslage" in eine bestimmte „Endlage", wobei 
der materielle Punkt (a, 6, c) den Ort (a, &, c) mit dem Ort {x, y, z) 
vertauscht, weshalb die Größen 

(3) X — a = w, y — b = Vy z — c = m; 

die Komponenten seiner „Verschiebung" genannt werden. 

Löst man die Gleichungen (2) nach a, &, c auf, so erhält man 
a, 6, c als gewisse Funktionen von a;, i/, z^ deren Werte die Ant- 
wort auf die Frage liefern, an welchem Ort sich derjenige mate- 
rielle Punkt vor der Veränderung befunden hat, der nach der 
Veränderung die Koordinaten x, t/, z besitzt. Wir setzen diese 
Funktionen, welche sich als die der betrachteten Veränderung 
entgegengesetzte Veränderung deuten lassen, ebenfalls als ein- 
deutig, endlich und stetig voraus. 

§ 3. Als Beispiel untersuchen wir zunächst den allgemeinen 
Fall einer linearen Veränderung: 

a: = Ao + ^1 a + A j& + Aj c, 

(4) y=^o + i"iö^ + ^i& + /£8C, 

^ = ^0 + »^1« + ^a^ + ^^^' 

Die Bezeichnungen der Konstanten sind so gewählt, daß die 
Buchstaben X, fij v den x, y^ z^ die Ziffern 1, 2, 3 den a, &, c ent- 
sprechen. Die Größen Aq, jt^o» ^o ergeben die Verschiebung des- 



= Z> (7) 
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jenigen materiellen Panktes, welcher vor der Veränderung sich 
im Eoordinatenanfangspankt befand. 

Nach a, by c aufgelöst lauten die Gleichungen (4): 

a=X[{x — Xo) + (i[{y — iiQ) + v[{Z'-PQ), I 

b = X2(x — Xo) + (i'i(i/—fiQ) + v^{2 — Vo), \ (5) 

c = X'i{x — Zo) + fi'^{y—fiQ) + p^{z—Po), ] 

wobei 

^;=^y,usw., (6) 

wenn zur Abkürzung die sogenannte Funktionaldeterminante: 

A-l Ä2 Xg 

(^1 ^8 fh 

^1 ^2 ^9 

und der Koeffizient eines Elementes Xi in dem Ausdrucke dieser 
Determinante : 

/"i^a — ^8»'a = [^], ^SW. (8) 

gesetzt wird. 

Da wir alle Eonstanten, sowohl die ungestrichenen als auch 
die gestrichenen, als endlich voraussetzen, so kann die Funktional- 
determinante D nicht gleich Null sein, und daraus läßt sich weiter 
sogleich das Vorzeichen von D ableiten. Denn die Veränderung 
entsteht ja nicht plötzlich, sondern allmählich in einer endlichen 
Zeit t. Also sind die Eonstanten X^ (i, v der Veränderung, und 
mit ihnen die Determinante I>, als stetige Funktionen von t zu 
betrachten. Nun ist vor der Veränderung, für ^ = 0, 

2o = 0, ^1 = 1, ^2=^0, As=0, usw., (9) 

mithin 2>=1. Daher ändert sich im Laufe der Zeit die Deter- 
minante Df vom Werte 1 ausgehend, stetig, ohne jemals Null zu 
werden, und daraus folgt, daß D stets positiv ist: 

2)>0. (10) 

§ 4. Ein spezieller Fall einer linearen Verändefang ist eine 
Translation (L § 102), bei der alle materiellen Punkte des Eörpers 
gleichgerichtete und gleiche, im übrigen beliebig große Verschie- 
bungen erleiden. Denn hierfür ist nach (3): 

a; — a=const, y — 6=const, z — c=const, 

also ein Spezialfall von (4). 

Ein anderer spezieller Fall einer linearen Veränderung ist 
eine Botation (I § 101) um irgendeine Achse, mit beliebig großem 
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DrehungswinkeL Wir sollen, um dies zu beweisen, die Gleichungen 
fKr eine beliebige endliche Rotation aufstellen. Zu dem Zwecke 
denken wir uns außer dem im Baume festen Koordinatensystem, 
dessen Anfangspunkt wir in die Drehungsachse legen, ein zweites, 
im EOrper festliegendes, also im Baume bewegliches Koordinaten- 
system, und wählen das letztere so, daß yor der Veränderung die 
entsprechenden Achsen der beiden Systeme zusammenfallen. Dann 
bilden nach der Veränderung je zwei Achsen der beiden Systeme 
gewisse Winkel miteinander, deren cos wir mit a^, ßi^ Yu ^ ßt^ 72i 
^ty ßzi 7s bezeichnen wollen, wobei die Buchstaben o, /?, / sich auf 
die Achsen des ersten, die Ziffern 1, 2, 3 sich auf die Achsen des 
zweiten Systems beziehen mögen. 

Nun besitzt irgendein materieller Punkt des Körpers vor der 
Veränderung in bezug auf jedes der beiden Systeme die Koordi- 
naten a, b, c. Nach der Veränderung dagegen besitzt dieser näm- 
liche materielle Punkt in bezug auf das erste System die Koordi- 
naten X, y, z, in bezug auf das zweite System aber immer noch 
die Koordinaten a, &, c. Folglich ist der Zusammenhang zwischen 
Xj y, z und a, 6, c der nämliche wie derjenige für die Transfor- 
mation der Koordinaten eines Baumpunktes von einem Koordi- 
natensystem auf ein anderes, durch die neun angegebenen Bich- 
tungscos charakterisiertes System, oder nach (L (329)): 

(11) y=ßia+ß^b + ßne, 
y z-^rif^+Yz^ + YsC, 

wiederum ein Spezialfall von (4). 

Fügt man der Botation (11) noch eine Translation mit den 
Verschiebungskomponenten Xq, ^q? ^o hinzu, so erhält man die all- 
gemeinste Veränderung, die ein starrer Körper überhaupt erleiden 
kann, und die durch die Oleichungen: 

x^Xo + aia + a,6 -f- ajC, 

(12) y = /^o + A« + A&+Äc, 
l z=Po + Yi^ + rzf> +rn^ 

ausgedrflckt wird. Aber auch diese Veränderung bildet immer 
noch einen Spezialfall der allgemeinen linearen Veränderung (4), 
da die 12 Konstanten, welche sie charakterisieren, nicht voneinander 
unabhängig sind. Fragt man also, unter welcher Bedingung eine 
lineare Veränderung (4) eines Körpers von keinerlei Deformation 
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desselben begleitet ist, so lautet die Antwort dahin, daß zwischen 
den Koeffizienten X, fi^ v der Verändernng diejenigen Relationen 
erfUlt sein mflssen, welche zwischen den entsprechenden Koeffi- 
zienten von (12) gelten. Das sind nach (I. (331) nnd (332)) im 
ganzen sechs Relationen, nämlich drei von der Form: 

^i' + 1*1^ + i'i* = 1 , usw. (13) 

und drei von der Form: 

^^2 + l^ilh + ^1^1==» 0, usw. (14) 

In diesen sind zugleich eine Reihe von weiteren Relationen 
enthalten, wie z. B. diejenigen sechs, welche aus (13) und (14) 
durch Vertauschung der Buchstaben X, /i, v mit den Ziffern 1, 2, 3 
entstehen (L (333) und (334)), ferner die Beziehung (L (461)) 

D— 1 (15) 

und die neun Relationen (L f462)) von der Form: 

Xi = fi^Vi—fisV^^[Xi]^X[, usw. (16) 

Dadurch nehmen dann in den Gleichungen (5) für die um- 
gekehrte Veränderung die mit Strichen bezeichneten Koeffizienten 
die gleicbbezeichneten ungestrichenen Werte an. 

f 5. Wir kehren nun zum allgemeinen Fall einer linearen 

Veränderung zurflck und stellen einige Eigenschaften derselben 

zusammen. Zunächst ist leicht zu zeigen, daß alle materiellen 

Punkte, welche vor der Veränderung in einer Ebene li^en, dies 

auch nach der Veränderung tun. Denn die materiellen Punkte 

(a, &, c), welche in einer Ebene liegen, genügen einer linearen 

Gleichung: 

• Aa + Bb + Cc + D^O. (17) 

Nach der Veränderung wird die Lage eines jeden dieser Punkte 
durch die aus (4) folgenden Werte von x, y^ z ang^eben. Wenn 
also die a, 6, c die Gleichong (17) befriedigen, so erfüllen die x, ^, z 
eine Bedingung, die durch Elimination von a, 6, c, am bequemsten 
durch Substitution der Werte (5) in (17), erhalten wird. Dies ist 
aber wiederum eine lineare Gleichung. Folglich li^en auch die 
Punkte (a:, y, z) in einer Ebene. 

Aus dem Satz der Erhaltung der Ebenen folgt ohne weiteres 
der Satz der Erhaltung der Geraden, da eine Gerade durch den 
Schnitt zweier Ebenen bestimmt wird, sowie der Satz der Er- 
haltung der Ordnungszahl irgendeiner Fläche, da die Ordnungs- 
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zahl einer Fläche durch die Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer 
Geraden bestimmt wird. 

Auch der Parallelismus bleibt bei einer linearen Veränderung 
bestehen. Denn wenn zwei materielle Ebenen, welche vor der 
Veränderung einander parallel sind, nach der Veränderung nicht 
mehr pai-allel wären, so müßte die dann auftretende im Endlichen 
liegende Schnittlinie derselben von solchen materiellen Punkten 
(a, 6, c) gebildet werden, die vor der Veränderung im Unendlichen 
lagen, für die also bei endlichen x^ y, z a, 6, c, wenigstens zum 
Teil, unendlich sind. Das ist aber nach den Gleichungen (5) aus- 
geschlossen. 

Aus der Kombination der Erhaltung der Ebenen und der Er- 
haltung des Parallelismus folgt, daß auch alle Parallelepipede 
erhalten bleiben. Aber wohl können sich die Winkel und die 
Volumina ändern. Berechnen wir jetzt die Volumenänderung 
irgendeines aus dem Körper ausgeschnittenen Parallelepipeds, wel- 
ches durch die vier beliebig gewählten Eckpunkte a^, ftj, c^, • • • 
«4» ^4» ^4 charakterisiert sein möga Vor der Veränderung ist das 
Volumen dieses Parallelepipeds: 



(18) 



-h 



a 
a 



2 



nach der Veränderung dagegen: 

^1 



(19) 



r=+ 



X. 



&1 


Ci 




*. 


Ct 




h 


H 




h 


c* 




Vi 


^1 




y» 


^« 




y» 


^. 




y*, 


^4 





wo die X, y, z mit den gleichbezifferten a, h, e durch die Glei- 
chongeD (4) verknüpft sind. 

Die Beziehung zwischen V und Y ergibt sich am einfachsten, 
wenn wir die Determinante (18) multiplizieren mit der Fnnktional- 
determinante (7), welche folgendermaßen als Determinante vierter 
Ordnung geschrieben werden kann: 



(•20) 



Xi ^j 


^•8 ^ 


f^l l^i 


(i» fo 


Vi P, 


V3 Vo 





1 



=I>. 
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Nach dem Maltiplikationstheorem der Determinanten ist das 
Produkt der Determinanten (18) und (20) wiederum eine Deter- 
minante vierter Ordnung, deren einzelne Glieder erhalten werden, 
wenn man je eine Zeile der einen Determinante mit je einer Zeile 
der anderen Determinante kombiniert, in der Weise, daß die gleich- 
stelligen Glieder der beiden 2^ilen miteinander multipliziert und 
die erhaltenen Produkte addiert werden. Daher lautet in der 
resultierenden Determinante das erste Glied der ersten Zeile: 

ai • ^1 + 6i • ^2 + Ci • ^8 + 1 • h\ 
das zweite Glied der ersten Zeile: 

das vierte Glied der ersten Zeile: 

«1 • + 61 • + Ci • + 1 • 1, usw. 

und die ganze Determinante erhält mit Bücksicht auf (4) genau 
die nämliche Form wie die Determinante (19). Wir haben mithin: 

V'D^Y\ (21) 

indem wir beachten, daß die Größen F, V und D alle drei po- 
sitiv sind. 

Da diese Beziehung unabhängig von der Größe und von der 
Form des ins Auge gefaßten Parallelepipeds, insbesondere also 
auch für unendlich kleine Parallelepipede gilt, so dürfen wir ohne 
weiteres die Gleichung (21) auf jedes beliebige aus dem Körper 
ausgeschnittene Volumen verallgemeinem und gelangen so zu dem 
Satze: Bei einer linearen Veränderung ändern sich die Volumina 
aller Teile des Körpers gleichmäßig, und zwar ist das Verhältnis des 
Volumens irgendeines Körperteils nach der Veränderung zu seinem 
Volumen vor der Veränderung gleich der Funktionäldeterminante. 
Damit stimmt überein, daß nach (15) für jede Veränderung eines 
starren Körpers die Funktionäldeterminante = 1 ist. 

Als „Dilatation" des Volumens bezeichnet man das Verhältnis 
der Volumenänderung zu dem ursprünglichen Volumen. Daher ist 
die Volumendilatation bei einer linearen Veränderung: 

^^=^-1, (22) 

positiv oder negativ, je nachdem Ausdehnung oder Kontraktion 
eintritt. 

§ 6. Wenn man einen Körper zwei oder mehreren linearen 
Veränderungen nacheinander unterwirft, so stellt die resultierende 
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Verändenuig abermals eine lineare Veränderung vor. Dies ergibt 
sich sogleich, wenn man den Zasammenhang der Koordinaten 
irgendeines materiellen Pnnktes nach Aasf&hrong der letzten Ver- 
änderung mit seinen anfänglichen Koordinaten (a, &, c) beachtet 
Wenn der Punkt durch die erste Veränderung an den Ort (x, y, z% 
durch die zweite an den Ort (a;', yV^')> ^^m durch die letzte an 
den Ort {x*^ y*^ z*) gelangt, so gewinnt man die Beziehungen 
zwischen a, b, c und x*, y\ z* durch Elimination der Zwischen- 
koordinaten, und das sind offenbar wiederum lineare Gleichungen. 

Umgekehrt läßt sich jede lineare Veränderung zerlegen in 
mehrere nacheinander ausgefährte lineare Veränderungen, wobei 
aber natfirlich die Beihenfolge derselben fOr ihre Bedeutung im 
allgemeinen nicht gleichgültig ist, und es liegt nahe, diese Zer- 
legung so vorzunehmen, daß der Charakter der Einzelyerände- 
rungen ein möglichst einfacher und physikalisch anschaulicher ist 
Denn auf diese Weise wird es gelingen, den allgemeinen Fall (4) 
einer linearen Veränderung auf eine Anzahl einfacherer leicht 
flbersichtlicher Veränderungen zurückzufahren und damit zugleich 
auch die physikalische Bedeutung der Konstanten jl, /i, v der Ver- 
änderung klarzustellen. 

Der erste Schritt auf dem geschilderten Wege ist, daß wir die 
Veränderung (4) zurückführen auf eine andere, bei der der mate- 
rielle Punkt a=0, 6 = 0, c = seine Lage beibehält Das ge- 
schieht einfach, indem wir dem Körper eine Translation mit den 
Komponenten Xq^ (Iq^ vq erteilen und dadurch jenen Punkt in seine 
Endlage bringen. Dann bleibt noch übrig eine sogenannte „homo- 
gene Veränderung", deren allgemeine Form ist: 

y^(iia + fiib+ fi^c, 
z = v^a + v^b + v^c. 

Mit dieser wollen wir uns jetzt näher beschäftigen. 

Fassen wir einmal alle diejenigen materiellen Punkte ins Auge, 
welche vor der Veränderung auf einer um den Koordinatenanfangs- 
punkt als Zentrum mit dem beliebigen Badius R beschriebenen 
Kugelfläche liegen, für die also 

(24) a« -I- 62 ^ c« = jB«. 

Nach der Veränderung liegen diese Punkte, gemäß § 5, auf 
einer gewissen Fläche zweiter Ordnung, und zwar, da kein Punkt 
ins Unendliche rückt, auf einem Ellipsoid, mit dem Anfangspunkt 
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als Zentrnm, wie man direkt erkennt, wenn man in (24) die Orößen 
Oy 6, e yermittelst (23) durch x^ y, z ersetzt Diejenigen materiellen 
(3«raden, welche vor der Veränderung mit den Koordinatenachsen 
zusammenfallen, werden nach der Veränderung im allgemeinen 
nicht mehr aufeinander senkrecht stehen. Wohl aber kann man 
behaupten; daß sie nach der Veränderung ein Tripel konjugierter 
Durchmesser in bezug auf das Ellipsoid bilden, d. h. daß die am 
Endpunkt jedes Durchmessers zum Ellipsoid gelegte Tangential- 
ebene parallel ist der durch die beiden anderen Durchmesser ge- 
legten Ebene. Denn erstens bilden die drei Koordinatenachsen, 
wie überhaupt irgend drei aufeinander senkrechte Gerade, ein 
Tripel koigugierter Durchmesser in bezug auf die Kugel, und 
zweitens gehört die Eigenschaft, ein konjugiertes Tripel zu bilden, 
zu denjenigen Eigenschaften, welche durch eine lineare Verände- 
rung nicht aufgehoben werden, da sowohl die Tangentialebene als 
auch der Parallelismus erhalten bleibt. 

Nun gibt es unter allen zum Ellipsoid konjugierten Durch- 
messertripeln ein ganz bestimmtes, welches lauter rechte Winkel 
bildet, das sind die Achsen des Ellipsoids, und daraus folgt, daß 
diejenigen drei materiellen Oeraden, welche nach der Veränderung 
mit den Achsen des Ellipsoids zusammenfallen, auch yor der Ver- 
änderung aufeinander senkrecht stehen, da sie ja dann in bezug 
auf die Kugel konjugiert sind. Mit anderen Worten: es gibt drei 
bestimmte materielle (S^erade, welche sowohl vor der Veränderung 
als auch nach der Veränderung aufeinander senkrecht stehen. 

Mit Hilfe dieses Satzes läßt sich eine jede homogene lineare 
Veränderung zerlegen in eine einfache Drehung um den Koor- 
dinatenanfangspunkt, welche so eingerichtet ist, daß sie die drei 
genannten Geraden in ihre neuen Richtungen bringt, nnd außer- 
dem in eine gewisse lineare Veränderung, welche die Eigenschaft 
besitzt, daß drei aufeinander senkrechte Gerade ihre Bichtungen 
behalten; diese Veränderung nennen wir eine Dilatation nach 
drei aufeinander senkrechten Bichtungen. 

I 7. Um die Eigentümlichkeiten einer Dilatation nach drei 
aufeinander senkrechten Bichtungen näher zu studieren, legen wir 
die Koordinatenachsen in diese drei Bichtungen, die sogenannten 
„Düatationsachsen^, und bestimmen die Vereinfachung, welche 
die allgemeinen Gleichungen (23) einer homogenen linearen Ver- 
änderung unter den gemachten Voraussetzungen erfahren. Wenn 
die Bichtung der o;- Achse erhalten bleiben soll, so muß für & »= 
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und c = auch y = und ;p = sein, also jKi =» und fi= ü, 
und Entsprechendes gilt für die beiden anderen Achsen. Daher 
erhalten wir als allgemeinen Ausdruck für eine Dilatation nach 
den drei Koordinatenachsen die Gleichungen: 

(25) x = Xia, y = (iib^ z = v^c. 
Die Funktionaldeterminante ist nach (7) und (10) 

(26) 2? = ^i^eJ'8>0, 

und zwar ist jeder einzelne der drei Koeffizienten positiv, da die 
Koordinatenachsen ihre Richtungen nicht ins Entgegengesetzte ver- 
kehren. 

Die Koordinatenachsen sind aber auch, wenigstens im all- 
gemeinen Fall, die einzigen Richtungen, welche von der Verände- 
rung nicht betroffen werden. Denn die materiellen Punkte, welche 
vor der Veränderung auf einer Geraden mit den Richtungsverhält- 
nissen a : j9 : 7 = a : 6 : c liegen, werden nach der Veränderung eine 
Gerade mit den Richtungsverhältnissen x:y:z==^ Xiaifi^ßiv^y 
bilden. 

Während die Volumendilatation nach (22) durch 

(27) D — i = X^fi^p^ — i 

gegeben wird, erhalten wir die Dilatation einer Geraden, wenn wir 
die Veränderung des Abstandes zweier Punkte dieser Geraden 
dividieren durch ihren ursprünglichen Abstand. So sind die Dila- 
tationen der drei Achsen: 

(28) -^ = ^x — 1, ^ = //s — 1, -^ = ^8 — 1, 

sie werden gewöhnlich als „Hauptdüatationen" bezeichnet und er- 
teilen den drei Koeffizienten der Veränderung eine anschauliche 
physikalische Bedeutung. 

In dem speziellen Fall >li = f<2 *== »^a werden die drei Haupt- 
dilatationen einander gleich, positiv oder negativ, alle Geraden be- 
halten ihre Richtungen, die Dilatationsachsen werden unbestimmt, 
und der Körper erleidet eine allseitig gleichmäßige Ausdehnung 
oder Kontraktion, wobei jeder seiner Teile sich ähnlich bleibt. 

§ 8. Nachdem wir gesehen haben, daß sich jede lineare Ver- 
änderung hervorgebracht denken läßt durch eine Translation, eine 
Rotation und eine Dilatation nach drei aufeinander senkrechten 
Richtungen, obliegt uns nun die Aufgabe, für eine bestimmte durch 
die Gleichungen (4) gegebene Veränderung diese einzelnen Ope- 
rationen wirklich abzuleiten, oder mit anderen Worten, aus den 
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gegebenen Koeffizienten 2, ^, v die entsprechenden Einzelverände- 
rungen zu berechnen. Zu diesem Zwecke wollen wir uns zunächst 
vergewissern, daß zur Berechnung aller gesuchten Größen gerade 
soviel Gleichungen zur Verfügung stehen als Unbekannte vorhanden 
sind. In der Tat enthalten die Gleichungen (4) 12 voneinander 
unabhängige Konstanten X, iiy v, die wir als gegeben betrachten, 
und ebenso groß ist auch die Zahl der für die Einzelveränderungen 
charakteristischen Größen, nämlich drei für die Translation, drei 
für die Rotation und sechs für die Dilatation nach drei aufeinander 
senkrechten Richtungen, da drei Größen zur Bestimmung der Rich- 
tungen der Dilatationsachsen und drei andere Größen zur Bestimm 
mung der Hauptdilatationen erforderlich sind. 

Als Komponenten der Translation erhalten wir, wie sich schon 
in § 6 ergab, einfach die Werte JIq, //q» ^o» iiach deren Abspaltung 
die Gleichungen (23) für eine homogene Veränderung übrig bleiben. 
Um nun die neun Koeffizienten derselben mit den Merkmalen der 
Rotation und der Dilatation in Zusammenhang zu bringen, denken 
wir uns mit dem Körper zuerst eine Dilatation nach drei aufein- 
ander senkrechten Richtungen, sodann eine Drehung um den 
Koordinatenanfangspunkt vollzogen, und berechnen die Lagen- 
änderung, die ein bestimmter materieller Punkt {a, 6, c) dadurch 
im ganzen erleidet. Die Richtungen der drei Dilatationsachsen, die 
natürlich im allgemeinen nicht mit den Koordinatenachsen zu- 
sammenfallen, seien durch die neun Richtungscos ai, ft, Yu ^» ft> 7a» 
«8> Ä> Ys bezeichnet, die Konstanten der Dilatation dagegen durch 
^» ^07 ^0» da die Buchstaben Z, fi, v in (23) schon in anderer Be- 
deutung vorkommeii. Um die Gleichungen (25) für die Dilatation 
hier anwenden zu können, beziehen wir zunächst den materiellen 
Punkt (a, 6, c) auf die Dilatationsachsen als Koordinatenachsen, 
wodurch seine Koordinaten werden: 

«2« + Äft + 7,c = ^, (29) 

Dann nehmen wir die Dilatation vor und erhalten aus (25) als 
Koordinaten desselben materiellen Punktes nach der Veränderung 
in bezug auf die Dilatationsachsen: 

g' = 'o§, V=^oV^ r = noS. (30) 

Wenn nun weiter die Drehung erfolgt, so mögen dadurch die 

Dilatationsachsen aus ihren durch die a, ß, y bezeichneten Rieh- 
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timgen in gewisse andere Richtungen gelangen, denen die Bicb- 
tnngscos a\^ ^u 7u ^a« 0%} /a? ^si ßtt Tz entsprechen. Dann besitzt 
unser materieller Pankt nach Ansfahrung der Drehnng in bezog 
auf die drei Bichtangen (a , fff, y) die Koordinaten g', rf, S', da sich 
seine Lage in bezog anf die Dilatationsachsen dnrch die Drehung 
nicht geändert hat In bezog auf das ursprüngliche, im Baume 
ruhende Koordinatensystem besitzt er aber dann die Koordinaten 
^1 tf} ^9 ^eil iiiit der Ausfuhrung der Drehung die gesamte Yer- 
änderung des Körpers vollzogen ist. Also haben wir: 

y-ß'ig' + ÄV + ÄS', 

Durch diese Gleichungen ist der Bing geschlossen und die 
Koordinaten x^ y, z auf die Koordinaten a, &, e zurückgeführt Miui 
braucht darin nur g', fi\ ^ nach (30) durch g, 17, g und diese nach 
(29) durch a^ b, c auszudrücken. Tut man dies und identifiziert 
die so erhaltenen drei Gleichungen vollständig mit den allgemeinen 
Gleichungen (23) einer linearen homogenen Veränderung, so erhält 
man die folgenden neun Beziehungen: 

?()A«i + ^Ä«i + »lo A «i — ^a» 
'o7i«i + ^oYiC» + ^ 78«i = ^, 

(32) \ JiAp; + mo AÄ + noft Ä = p„ 

^)7iÄ + Wo7aÄ + Wo78Ä — /«a> 

^«i7i + ^o«a7i + noas7i = ^u 

kßiYi + n^oßiY» + noß^r'n = ^a, 

^7i7l + Wo7a7a + Wo78 7i = ^n, 

deren Bau leicht zu überschauen ist Aus ihnen ergeben sich bei 
gegebenen Xj fi, v die darin enthaltenen neun Unbekannten. 

§ 9. Bei der Durchführung der Bechnung wollen wir uns auf 
den speziellen Fall beschränken, daß die lineare Veränderung 
unendlich klein ist Dieser Fall findet sich bei vielen Vor- 
gängen, namentlich in festen Körpern, nahezu verwirklicht, er 
besitzt aber auch für endliche Veränderungen insofern stets eine 
gewisse Bedeutung, als eine endliche Veränderung in der Natur 
stets in endlicher Zeit erfolgt und daher in eine Beihe unendlich 
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kleiner Veränderniigeii zerfällt, die in den aufeinanderfolgenden 
unendlich kleinen Zeitabschnitten vor sich gehen. 

Um die Vereinfachungen, die bei einer unendlich kleinen Ver- 
änderung eintreten, bequem einzufahren, empfiehlt es sich, statt 
der endlichen Endkoordinaten x^ y, z eines materiellen Punktes 
seine unendlich kleinen Verschiebungskomponenten (3) zu benutzen. 
Dann schreiben sich die Gleichungen (4) der Veränderung: 

t;«=^ + /ii« + ^6 + ^,c, [ (33) 

wobei zur Abkürzung gesetzt ist: 

^ — 1 — ^, /^a — l=A'f v^ — \^v. (34) 

Nun sind in (33) alle 12 Koeffizienten X^ fi^ v unendlich klein. 

Andererseits sind natürlich auch die Hauptdilatationen (28) 
unendlich klein. Wir setzen daher ihre Werte: 

?o — i = ^ wiq — l««w. Wo — l = n. (35) 

Femer erfahren die Bichtungscos a, /?, / der Dilatationsachsen, 
deren Werte an sich im allgemeinen offenbar endlich sein werden, 
durch die Drehung nur unendlich kleine Änderungen, weshalb wir 
setzen können: 

«i = «X + ^«ii Ä — A + dßi, usw. 

Wenn wir alle diese Substitutionen in die Gleichungen (32) 
einführen und außerdem die allgemein gültigen Beziehungen 
(I. (333). (334)) zwischen den Bichtungscos, sowie diejenigen 
(L (335). (336)) zwischen ihren Differentialen beachten, so nehmen 
diese neun Gleichungen folgende Form an: 

la^ßi + ma^2 + ^^cl^z—^ ™ ^£f 

la^ßi + ma^ + na^ß^ + S = /^n 

W +mÄ* +nA« -/i, }(36) 

lüiYi + ^«sr« + ^<W9—v=^ ^1» 

ißiYi + ^ßtYz + ^ Ars + S = y«i 

W + w»rt" + ^78* = ^ f 

wo g, 1}, S nach (I. § 101) die Komponenten derjenigen unendlich 
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kleinen Rotation bedeaten, welche die Dilatationsachsen aas den 
HichtuDgen (a, ft y) in die ßichtnngen (a , 0^ y) bringt Ihre Werte 
ergeben sich unmittelbar als: 

(37) §=^^*. n-'-^\ 5=^*, 

während für die Größe und Bichtung der Dilatation die sechs 
Gleichungen fibrig bleiben: 



(38) 



ißiYi + niß,r2 + nß,n = - -2"' 



laißi + ma^ßt + na^^ 



2 
2 



Hiernach kann man unmittelbar aus einer Betrachtung des 
Bildes der Determinante D in (7) beurteilen, ob die Veränderung 
sich, abgesehen von der Translation, einfach auf eine Dilatation 
nach drei aufeinander senkrechten Richtungen beschränkt, oder 
ob mit ihr auch eine Drehung verbunden ist. Wenn nämlich die 
Determinante symmetrisch ist, d. h. wenn bei gegenseitiger Ver- 
tauschung der Zeilen mit den Spalten sich ihr Bild nicht ändert, 
so sind g, ri und g alle gleich Null und es findet keine Drehung 
statt. Es ist aber wohl zu bemerken, daß nur die Dilatations- 
achsen sich nicht drehen. Andere Geraden werden, wie wir im 
§ 7 gesehen haben, auch im Falle einer reinen Dilatation des 
Körpers sehr wohl Änderungen ihrer Richtung erleiden. 

Der entgegengesetzte Fall, daß die Veränderung sich, außer 
der Translation, auf eine Drehung beschränkt, ist dadurch charak- 
terisiert, daß die Hauptdilatationen /, m, n verschwinden. Dann 
ist nach (38) und (37): 

^«=— ^8 = S» ^8 = — »^1 = ^, A'l = — -^8 *= £f 

und die Gleichungen (33) für die Verschiebungskomponenten gehen 
fiber in: 

u = X^ — C,b + TIC, 

(39)1 . v = iWo + £« — §c, 

w^^Vo — fia + g6, 
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identisch mit den allgemeinen Ausdrücken (L (348)) für die Ver- 
schiebungen der Punkte eines starren Körpers. 

Es bleibt jetzt noch die Aufgabe ftbrig, aus den Gleichungen (38) 
die Hauptdilatationen t, m, n und die Eichtungscos (a, ß^ y) zu be- 
rechnen. Hierzu benutzen wir wiederum die allgemeinen Belationen 
zwischen den Eichtungscos, diesmal in der Form (L (331). (332)). 
Mit ihrer Hilfe ergeben sich unmittelbar aus (38) die folgenden 
Beziehungen : 



Xtti 

t^i + h 



+ ^^4^A+^ri 



2 



2 
«1 .+ llßx + 



^a + ßi ,. _ 
2 






(40) 



2 --1 I 2 

Diese drei Gleichungen sind linear und homogen in bezug auf 
«ij ßu 7v Da diese Größen unmöglich alle drei gleich Null sein 
können, so muß die Determinante der Gleichungen verschwinden, 
d. h. es ist: 

2 2 



X — l 



2 
2 



2 



2 
v — l 



-=o, 



(41) 



eine kubische Gleichung zur Berechnung yon /. Da in den Koeffi- 
zienten dieser Gleichung die Ziffer 1 durch nichts ausgezeichnet 
ist, so folgt, daß die nämliche Gleichung auch ffir jede der beiden 
anderen Hauptdilatationen m und n gilt, oder mit anderen Worten, 
daß die drei Wurzeln dieser Gleichung eben die Werte von Z, m, n 
darstellen und daher auch stets reell sind. Welche Wurzel man 
mit Ij m oder n bezeichnen soll, bleibt natflriich unbestinunt, man 
könnte z. B. festsetzen, daß l'>fn'>n^ ohne die Allgemeinheit zu 
beschränken. Durch l, m, n sind dann nach (40) auch die dazu- 
gehörigen (a, /}, y) bis auf das gemeinschaftliche Vorzeichen, das 
ebenfalls unbestimmt bleibt, zu berechnen. 

Fttr die Yolumendilatation (22) ei^bt sich bei einer unendlich 
kleinen Veränderung aus der Funktionaldeterminante (7) mit Eflck- 
sieht auf (34) und mit Vernachlässigung der unendlich kleinen 
Glieder höherer Ordnung der Wert: 

D — l = 2 + fi + V. (42) 

Planek, Heohaalk deformiarbArer Körper, 8. Aufl. 2 
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Es tragen also nur die diagonalen Olieder der Determinante 
etwas zur Volamendüatation bei. Zu demselben Resultat gelangt 
man natflrlich, wenn man bedenkt, daß für die VolumendilatatioQ 
die Drehung nicht in Betracht kommt, daß folglich nach (27) und (35): 

(43) D — 1 = l^mQÜo — 1 '^l + fn + n. 

Dies ist die Summe der Wurzeln der in l kubischen Gleichung 
(41), also zugleich der Koeffizient von P in dieser Gleichung: 

(44) l + m + n'='X + fi + Vj 

was man auch direkt durch Addition der ersten drei Gleichungen (38) 
findet. 

f 10. Die Zerlegung einer linearen Veränderung in eine Trans- 
lation, eine Botation und eine Dilatation nach drei aufeinander 
senkrechten Sichtungen ist nicht die einzig mögliche, sondern sie 
empfiehlt sich nur besonders durch ihre einfache physikalische Be- 
deutung; man kann statt dessen auch noch andere yerh&ltnismäßig 
einfache Zerlegungen vornehmen. So läßt sich die unendlich kleine 
homogene Veränderung: 

auch auffassen als hervorgebracht durch eine Dilatation nach den 
drei Koordinatenachsen, mit den Hauptdilatationen A, /i, v^ und 
außerdem durch sechs Veränderungen, die durch die Gleichungen 
u = jljft, v = 0, u; — 0, w = iljC, t; — 0, u; «= 0, usw. dargestellt 
werden. Die Eeihenfolge ihrer Ausffihrung ist gleichgültig, da durch 
eine Änderung derselben nur Unterschiede von kleinerer Größenord- 
nung hervorgerufen werden (vgl. hierzu I. § 101). Eine jede dieser 
sechs Veränderungen besitzt eine einfache Bedeutung: so sind bei 
der ersten die Verschiebungen unabhängig von a und c und erfolgen 
alle in der Richtung der le- Achse, d. h. jede zur A^^^-Ebene paral- 
lele Ebene führt eine einfache Translation aus, sie verschiebt sich 
als Ganzes, ohne Drehung und ohne Deformation, und zwar in der 
ic-Bichtung, und nur die Größe der Verschiebung variiert von Ebene 
zu Ebene. Eine solche Veränderung ähnelt der aneinander vorbei- 
gleitenden Bewegung der beiden Hälften einer Schere und wird 
daher als „Scherung^ oder auch als „Schiebung^ bezeichnet Da- 
nach gilt der Satz, daß eine jede unendlich kleine homogene Ver- 
änderung hervorgebracht weisen kann durch eine Dilatation nach 
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den drei Koordinatenachsen and sechs Schenmgen der den Koor- 
dinatenebenen parallelen Ebenen in Bichtnng der Achsen« 

Trotz seiner einfachen Form besitzt dieser Satz aber doch im 
allgemeinen eine yerhältnismäßig komplizierte physikalische Be- 
dentnng. Nehmen wir z. B. die unendlich kleine Drehung t«»= — g&, 
v^^Ca^ U7==0, einen Spezialfall der allgemeinen Verschiebung (39), 
so wäre dieselbe hier aufzufassen als hervorgebracht durch zwei 
aufeinanderfolgende Scherungen, also durch Veränderungen, die mit 
Deformationen des Körpers verbunden sind. Die Einf&hrung der 
letzteren ist ganz flberflüssig, da sie sich natürlich gegenseitig 
aufheben. 

f 11. Der in den letzten Paragraphen untersuchte Fall einer 
linearen Veränderung bietet nicht nur als ein spezielles einfaches 
Beispiel Interesse, sondern er besitzt auch eine wichtige Bedeutung 
für den allgemeinsten Fall einer beliebigen endlichen Ver- 
änderung, zu dessen Behandlung wir jetzt übergehen, indem wir 
zu den Gleichungen (2) zurückkehren. Dies rührt im Grunde daher, 
daß eine jede beliebige Funktion innerhalb eines unendlich kleinen 
Gebiets ihrer Variabein als lineare Funktion betrachtet werden kann. 

Fassen wir nämlich einen bestimmten materiellen Punkt Pq 
mit den Koordinaten Oq, ^qi ^o ^^^ Auge, so wird derselbe durch 
die Veränderang an den Ort x^, ^q, Zq gebracht, wobei nach (2): 

a?o*-=^A«oi*oi^o)i yo=9>(öo,&oi^o), 2ro=»ip(ao,6of^). (^6) 
Wenn wir nun weiter irgendeinen in unmittelbarer Nähe von 
Pq gelegenen materiellen Punkt P mit den Koordinaten: 

a = ao + a\ 6 n= 5o + 6', 0^0^ + c (47) 

betrachten, der durch die Veränderung an den Ort: 

x = Xo + x\ y = yQ + y\ ^ = ^o + ^' (48) 

gelangen möge, so sind nach der Voraussetzung a\ b\ c unend- 
lich klein, folglich nach (2) und (46), mit Entwicklung nach der 
Taylor sehen Beihe: 



^'-(fe)o«'+föo^'+r4^' 



(49) 



Indem man a', b', e' alle möglichen nnendlich kleinen Werte 

durchlaufen l&ßt, erhält man ans diesen Gleichungen die Yerände- 

2» 



'%f 
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rang desjenigen unendlich kleinen Körperteils, der den Punkt Po 
rings umgibt Man kann also dieselbe auffassen als hervorgebracht 
durch eine endliche Translation mit den Komponenten: 

a?o — «o«^^i yo — h — ^oi ^0 — ^o^w'o» 

welche einen Punkt P aus der Lage (a, b^ c) in die Lage 

a + 'UQ^XQ + a\ 6 + Vo ■= yo + 6\ c + u?o = ^o + «' 

yersetzti und eine endliche lineare homogene Veränderung (49), 
mit dem Punkt Po als ruhendem Anfangspunkt, bei welcher der 
Punkt P seine Koordinaten (a , b\ c) mit den Koordinaten {x\ y\ z) 
vertauscht 

Setzen wir zur Abkfirzung die neun Koeffizienten der Ver- 
änderung (49): 

(«»1 (A-^' fö).-'^' (ä).-"- 

so gelangen wir auch formell zu den Gleichungen (23), und es 
lassen sich ohne weiteres alle Folgerungen aussprechen, welche 
wir damals aus diesen gezogen haben. 

Bei einer beliebigen Veränderung eines Körpers verändert 
sich also jeder einzelne unendlich kleine Teil des Körpers oder 
jedes „Körperelement'' linear, und der Unterschied gegen die früher 
betrachtete lineare Veränderung des Körpers besteht nur darin, 
daß die Koeffizienten (2, ^ti, i^) der Veränderung von Element zu 
Element wechseln. Wir heben von den hieraus entspringenden 
Sätzen einige der wichtigsten hervor. « 

Auch bei der allgemeinsten Veränderung bleiben unendlich 
kleine Parallelepipede als solche erhalten, nur die Winkel können sich 
bis zu beliebigem Betrage ändern, ebenso bleibt die Ordnungszahl 
einer unendlich kleinen Fläche erhalten; so verwandelt sich z. B. 
eine unendlich kleine Kugel in ein EUipsoid, in dessen Mittelpunkt 
der Mittelpunkt der Kugel flbergeht Das gibt Anlaß zu einer auf 
den ersten Blick eigentflmlichen Folgerung. Stets wird die Ober- 
fläche des Körpers nach der Veränderung von den nämlichen mate- 
riellen Punkten gebildet wie vor der Veränderung. Denn ein jeder 
Punkt, der vor der Veränderung nicht an der Oberfläche liegt, läßt 
sich auffassen als der Mittelpunkt einer Kugel, die ganz im Innern 
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liegt, und deren Mittelpunkt daher anch im Innern bleibt Dasselbe 
gilt natflrlich auch für die umgekelirte Verändernng, und damit 
ist die Folgerung bewiesen. 

Die Volumendilatation wird ebenso wie in (22) bestimmt durch 
die Funktionaldeterminante (7): 



D 



Ix 
da 


Ix 
hb 


hx 
be 


hy 
da 


öy 

Jb 




ÖS 


hz 


bs 


öa 


U 


be 



(51) 



wenn wir der Einfachheit halber den Index von jetzt an fort- 
lassen. Dabei bezeichnet der Wert von D das VerhSltiiis des 
Volumens eines den materiellen Punkt (a, &, c) enthaltenden Körper- 
elements nach der Veränderung zu seinem Volumen vor der Ver- 
änderung. 

Löst man die Gleichungen (49) nach a\ b\ e auf^ so erhält man 
hierfür lineare homogene Ausdrücke mit den Koeffizienten {X', ii\ v\ 
deren Werte durch (6) gegeben sind: 

tö£ 1 ^ ö» by bz 



D 



D 



Andererseits kann man aber auch zuerst die Gleichungen (2) 
nach a, &, c auflösen und erst dann die Substitutionen (47) und (48) 
mit der Taylorschen Beihenentwicklung vornehmen. Auf diesem 
Wege ergibt sich analog (49): 

9 ba 9 , ba ^f , ba / 



bb 



bb 



f bc t i bo f . bc r 

wo nun die Koeffizienten fibereinstimmen müssen mit den {X\ jti', v). 
Dies ergibt [die Gültigkeit der folgenden Transformationsformeln: 

Tbxr\ rby\ 

ba LdaJ ba 1 5aJ 



bx 



D 



D 



(53) 



durch welche die Differentialquotienten bei unabhängigen x^ y^ z 
allgemein zurückgeführt werden auf die Differentialquotienten bei 
unabhängigen a, h^ c. 
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Analoge Gleichungen gelten selbstverständlich für den um- 
gekehrten Übergang von rr, y, z zu a, 5, c als anabhängigen Yaria- 
beln. Die dabei auftretende Funktionaldeterminante: 



(54) 



IX 



da 
5i 


ba 


ba 




da 
bx 


bb 
bx 


be 
dJ 


bh 
bx 


bh 


bh 

51 


= 


ba 
hy 


bb 


be 
öy 


be 
bx 


bc 


de 
Tz 




ba 
bz 


bb 
bz 


be 

57 



bezeichnet das Verhältnis, in welchem sich das Volumen eines 
EOrperelements verändert, wenn ein materieller Punkt aus der 
Lage X, y^ z in die Lage a, &, c übergeht. Da sich die beiden 
Übergänge gegenseitig aufheben, so ist: 

(55) D'jy^l, 

welche Beziehung sich auch direkt ergibt, wenn man das Multi- 
plikationstheorem (§ 5) der Determinanten auf (51) und (54), in der 
zweiten Form, anwendet und bedenkt, daß 

I bx ^ _i ^ , ^ I ^ dg da? . 
da ' d« '" dÖ * da? '" do * doj d« ** > 
da; da .da; bb . bx de da; ^ 

Außer der Volumendilatation D — l eines Eörperelements ist 
von besonderer Wichtigkeit seine Drehung und seine Dilatation. 
Beides ergibt sich aus den Gleichungen (32), mit Benutzung der 
Werte (50) für die neun Koeffizienten X, fi, v. 

f 12. Durchführen wollen wir die Rechnung nur für den spe- 
ziellen Fall einer beliebigen unendlich kleinen Veränderung, 
die dadurch charakterisiert sein m6ge, daß die Verschiebungskom- 
ponenten (3) als beliebige unendlich kleine Funktionen von a, 6, c 
gegeben sind. Dann gelten für ein den Punkt {a^j h^, c^ enthalten- 
des Eörperelement alle Sätze des § 9. Insbesondere ist die Drehung 
durch (37), die Dilatation durch (38) gegeben, wobei die unendlich 
kleinen Koeffizienten (;i, ^ i') nach (50), (3) und (34) folgende Werte 
besitzen: 



(57) 



^ \da/o' 






/dtt;\ 
^"Idljo- 
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, Ott ÖS 

da "• Ti ba 



Durch die Einfahmng der Verschiebungskomponenten u, v^ w 
werden die Buchstaben x, y, z in ihrer bisherigen Bedeutung über- 
flüssig, da dieselben durch a + w, b + v,c + w ersetzt werden 
können. Daher gebraucht man häufig x, y^ z in der bisherigen 
Bedeutung von a, &, c und kann die Buchstaben a, &, c ganz ent- 
behren. Abel* auch mit Beibehaltung der Bedeutung aller benutzten 
Zeichen lassen sich bei unendlich kleinen Veränderungen die Va- 
riabein a, &, c in allen Differentialquotienten ohne merklichen Fehler 
durch x^ y^ z ersetzen. So ist z. B. 

Ott bu bx I bu by 
ba bx 

oder nach (3): 

bx V^ ba)^ by S^^ös 

bis auf kleine Größen höherer Ordnung. Entsprechendes gilt für 
alle anderen Differentialquotienten. 

Wenn wir nun den Index wieder überall weglassen, so sind 
demnach die Komponenten der Drehung nach (37) und (57): 

^^_ 1 /Ott? bv\ 1 fbu bw\ w 1 [bv bu\ /.Qv 

Für die Berechnung der Dilatation führen wir die Abkür- 
zungen ein: 

bu bv bv) 

bx^^^^ by^ yy' bz 



bx , bu 
ba"^ by 



bw 



bu b 



bu 



bto 

'bi 



bu 

bx 



(58) 



bw . bv 

+ Ä^ == y«. 



bu j^bw 

bz"^ bx~^^ 



X9 



bP , öw 

bi'^bi~^^ 



(60) 



by ^ ÖS 

wobei offenbar 

Vs ^^ ^yj ^x ^^ *^si ^y "™ Vz* 

Dann ist die Volumendilatation nach (42) und (57): 



v 



^^ i_bv ^^bw ^^ j^ I 

5« "•■ 57; ■*" d¥ ~" ^« ^" ^y "^ ^= 



(60 a) 



(61) 



by ' bz 

Ferner sind nach (57) die Hauptdilatationen die drei Wurzeln 
der in l kubischen Gleichung (41): 



x^—l 

2 y^ 

2 ^' 



Vy — i 



T^y 






0. 



(62) 



f 
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Die Bichtongen der entsprechenden DilatationsachBen ergeben 
sich dann nach (40) nnd (57) ans zwei der Gleichungen: 



(63) 



y« + "^ß +(^.-Or = o, 



wobei das gemeinschaftliche Vorzeichen der Bichtnngscos a, ß^ y 
unbestimmt bleibt 

Umgekehrt folgen, wenn die Hauptdilatationen Z, m, n und die 
dazugehörigen Dilatationsachsen durch ihre Richtungen (a, j9, y) 
gegeben sind, eindeutig die Komponenten der Dilatation nach (38): 

1 \^y^\yt=^ßxtx'^^ß^t^^r^ßttt^-' 

f 13. In der Vektorrechnung werden aUe diese Beziehungen, 
welche außer in der Theorie der deformierbaren Körper auch auf 
manchen anderen Gfebieten der Physik in veränderter Bedeutung 
eine charakteristische Bolle spielen, mit besonderen Namen belegt 
und durch abkürzende Symbole bezeichnet So nennt man den- 
jenigen Vektor, der sich aus dem Verschiebungsvektor q mit den 
Komponenten ü, t;, w in der Weise ergibt, daß die eingeklammerten 
Größen der Gleichungen (59) seine Komponenten darstellen, den 
„Botor'' (rot) des Vektors q, und schreibt zur Bezeichnung des 
Drehungsvektors o mit den Komponenten g, 17, g statt der drei 
Gleichungen (59) die eine Gleichung: 



(65) o^-g-rotq. 



Die formale Ungereimtheit, welche darin liegt, daß die Drehung 
nicht gleich dem ganzen, sondern gleich dem halben Botor ist, 
muß mit der nun einmal eingeführten Bezeichnung in Kauf ge- 
nommen werden, sie wird deshalb etwas weniger fühlbar empfunden, 
weil die Operation rot ihr Hauptanwendungsgebiet gar nicht in der 
Mechanik, sondern in der Elektrodynamik hat, wo von Drehungen 
gar keine Bede ist 

Ferner nennt man diejenige skalare Größe, die sich aus dem 
Verschiebungsvektor q durch die in (61) angegebene Operation er- 
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gibt, seine „Divergenz* (div), nnd schreibt die Volumendilatation (61) 
in der Form: 

div q . (66) 

Aach hier ist jede Bezugnahme auf ein bestimmtes Koordinaten- 
system ausgeschaltet. 

Was endlich die Dilatation nach drei aufeinander senkrechten 
Eichtungen betrifft, so ist dieselbe nicht wie ein Vektor durch eine 
einzige gerichtete Größe zu charakterisieren, sondern sie stellt ein 
höheres Gebilde vor, welches man als einen „Tensor'', speziell ein 
Tensortripel zweiten Ranges bezeichnet, indem als Tensoren ersten 
Banges die Vektoren angesehen werden. Dieser Tensor ist be- 
stimmt durch sechs voneinander unabhängige Größen, nämlich ent- 
weder durch die drei „Hauptwerte** /, m, n in Verbindung mit 
den drei entsprechenden aufeinander senkrechten „Hauptachsen*" 
(«1 > • • • 7»)i wobei die beiden entgegengesetzten Richtungen einer 
Achse vollkommen gleichwertig und vertauschbar sind, oder durch 

die sechs „Komponenten** a;,, |/y, ^„ y^»» y^»! Y«^y Wegen der 

Beziehungen (60 a) heißt der Tensor symmetrisch. Zwischen den 
Hauptwerten, den Hauptachsenrichtungen und den Komponenten 
bestehen die Beziehungen (62), (63) und (64). Wenn speziell die 
drei Hauptwerte l, m, n einander gleich sind (gleichmäßige Dila- 
tation), so ist 

a?« = t/y = ^, = Z = w = n, 

i^v = y. «= ^* = 

und die Hauptachsen sind völlig unbestimmt 

Weitere Eigenschaften eines symmetrischen Tensors werden 
sich später ergeben (§ 20). 

Zweites Kapitel. Dynamisehe Gesetze. 

f 14. Nach Beendigung der rein kinematischen Betrachtungen 
wenden wir uns jetzt zur Dynamik, d. h. zur Untersuchung der 
Kräfte, welche die Deformation eines Körpers hervorrufen, und 
fragen zunächst nach den Bedingungen des Gleichgewichts. 

Nehmen wir also irgendeinen Körper, der sich unter der Ein- 
wirkung gewisser Kräfte in einem deformierten Zustand befindet, 
z. B. einen gebogenen Stab, einen tordierten Draht, ein kompri- 
miertes Gas. Die auf den Körper wirkenden Kräfte wollen wir 
in zwei Klassen teilen: 
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1. Kräfte, welche anf alle, auch die inneren Teile des Körpers 
wirken — die ,,Ma8senkräfte''. Wir setzen dieselben, wie z. B. die 
Schwere, den Massenelementen des Körpers proportional 

Bezeichnet dr^==dx'dy-dz das Volumen, k die Dichtigkeit 
eines Massenelements, so seien die Komponenten der auf das Ele- 
ment wirkenden Massenkraft (vgl L § 31): 

(67) Xkdr, Tidr, Zkdx. 

Die Größen Z, F, Z betrachten wir als endlich. 

2, Kräfte, welche auf die Oberfläche des Körpers wirken — 
die „Flächenkräfte*". FOr irgendein Stack c der Oberfläche des 
Körpers nennen wir den Quotienten der resultierenden darauf wir- 
kenden Flächenkraft, dividiert durch den Flächeninhalt yon a, den 
„mittleren Druck'' auf c. Wenn das Flächenstttck zu einem Flächen- 
element de zusammenschrumpft) so nennen wir jenen Quotienten 
den „Druck'' auf d<T schlechthin, und betrachten ihn als eine end- 
liche GrOßa Zur Bezeichnung der auf (Id wirkenden Flächenkraft 
wollen wir, da fOr (2 a nicht nur der Ort, sondern auch die Rich- 
tung charakteristisch ist, den Buchstaben X, F, Z fflr die Kompo- 
nenten noch die Normale v yon da^ nach dem Innern des Körpers 
gerichtet, als Index anhängen. Danii sind die Komponenten der 
auf das Oberflächenelement de wirkenden Flächenkraft: 

(68) X^dc, Y^da, Z^dc. 

Die Richtung dieser Flächenkraft kann einen beliebigen Winkel 
mit der Normalen v bilden. Fallen die beiden Richtungen zu- 
sammen, so wirkt die Flächenkraft im Sinne einer Kompression 
des Körpers, wie der Druck auf ein Gas; sind die Richtungen ent- 
gegengesetzt, so wirkt die Flächenkraft im Sinne einer Ausdehnung, 
wie ein Zug auf einen gespannten Draht; stehen die Richtungen 
senkrecht aufeinander, so wirkt die Flächenkraft im Sinne einer 
Scherung (§ 10), wie bei der Torsion oder bei der Reibung. 

Der Druck, die Resultierende der drei Druckkomponenten 
X^ Fy, Z^ ist natürlich yon der Dimension des Quotienten einer 
Kraft, diyidiert durch eine Fläche, oder [ml-H-^ (I. § 9). 

f 15. Die Gesetze des Gleichgewichts eines deformierten 
Körpers sind alle enthalten in dem Satz der allgemeinen Mechanik 
(L § 112): Wenn ein Punktsystem im Gleichgewicht ist, so halten 
sich die äußeren Kräfte an dem starr gedachten System im Gleich- 
gewicht. 
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Die Fruchtbarkeit dieses Satzes entspringt daraus, daß mau 
als Punktsystem jeden beliebigen Teil des Körpers benutzen kann. 
Denken wir uns z. B. den Körper durch irgendeine fingierte 
Fläche ö in zwei Teile 1 und 2 (Fig. 1) zerlegt und w&hlen wir 
den Teil 1 als Punktsystem, so befindet sich dieser 
Körperteil, als starr gedacht, im Gleichgewicht 
unter der Einwirkung der äußeren auf ihn wir- 
kenden Kräfte. Zu den äußeren Kräften gehören 
dann aber nach I. § 112 außer den Massenkräften 
und den auf die reale Oberfläche wirkenden ^^^ ^^ 

Kräften auch noch die auf die fingierte Ober- 
fläche wirkenden Kräfte, welche von dem Körperteil 2 herrühren, 
und welche dadurch definiert sind, daß man sie besonders an- 
bringen mOßte, am, falls der Körperteil 2 ganz entfernt wird, eine 
Störung des Gleichgewichts zu yermeiden. 

Auf jedes Element da der Oberfläche des Körperteils 1 wirkt 
nun nach der yon uns gewählten Bezeichnung eine Flächenkraft 
mit den Komponenten (68). Auf diese Weise gelangt man dazu, 
auch im Innern eines Körpers an jeder Stelle Druckkräfte in ganz 
bestimmtem Sinne als wirksam anzunehmen. Deren Größe hängt 
aber außer vom Ort auch yon der Richtung des Flächenelements da 
bzw. seiner Normalen v ab. Kehrt man die Richtung yon v um, 
d. h. betrachtet man den Körperteil 2 als Punktsystem, so tritt an 
Stelle yon (68) die Flächenkraft^ die der Körperteil 1 im Flächen- 
element da auf den Körperteil 2 ausübt, und diese ist nach dem 
Prinzip yon Wirkung und Gegenwirkung der yorigen gerade ent- 
gegengesetzt. Also haben wir allgemein: 

Z-^ Z„ T^,^-Y^, Z^, Z^. (69) 

Um einzusehen, daß an einem bestimmten Orte der Druck je 
nach der Richtung yon de sehr yerschiedene Werte annehmen 
kann, betrachten wir als Beispiel einen horizontal liegenden zylin- 
drischen Stab, der in seiner 
Längsrichtung yon zwei ent- 
gegengesetzt gleichen Kräften ^"^"^^ 
gespannt wird (Fig. 2). Denken 
wir uns nun in einem inneren Fig. i. 

Punkt Peine horizontale Fläche 

gelegt und betrachten den darüber liegenden Stabteil als Punkt- 
system, so wirkt auf ein Flächenelement in P der Druck Null, weil 
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das Oleichgewicht gar nicht gestOrt wird, wenn man den unteren 
Stabteil ganz entfernt Legen wir aber dnrch denselben Pnnkt P 
eine vertikale Fläche und betrachten den links davon liegenden 
Stabteil als Pnnktsystem, so wirkt auf ein Flächenelement in P 
ein mehr oder minder erheblicher Druck, da ohne Anbringung 
einer besonderen Kraft das Oleichgewicht des Punktsystems eine 
Störung erleiden würde, falls man den rechts gelegenen Stabteil 
ganz entfernte. 

Das allgemeine Oesetz, nach welchem Oröße und Bichtung 
des Druckes in einem bestimmten Punkte P eines Körpers von der 
Richtung der Normalen des durch P gelegten Flächenelements 
abhängt, wird sich im § 17 aus den dynamischen Beziehungen 
ergeben. 

§ 16. Nachdem die Oesetze fflr das Oleichgewicht eines de- 
formierten Körpers auf solche der allgemeinen Mechanik zurück- 
geführt sind, wollen wir dasselbe für den allgemeineren Fall der 
Bewegung eines deformierten Körpers tun. Dies geschieht ein- 
fach durch eine Anwendung des Prinzips von d'Alembert, wonach 
bei jeder Bewegung eines Systems materieller Punkte die äußeren 
Kräfte und die Trägheitswiderstände sich zu jeder Zeit an dem 
starr gedachten System im Oleichgewicht halten (I. § 130). 

Da der Trägheitswiderstand eines Massenelements: 

(70) -^Idr, -^irfr, -^M- 

der Masse des Elements proportional ist, so gehört er zu den 
Massenkräften, und der ganze Unterschied der Dynamik eines de- 
formierten Körpers gegenüber der Statik besteht einfach darin, 
daß zu den Komponenten Z, F, Z der auf die Masseneinheit be- 
zogenen Kräfte (67) sich die negativen Komponenten der Beschleu- 
nigung addieren. 

Wenden wir also nun die sechs Bedingungsgleichungen (I. (306 a)) 
für das Oleichgewicht eines starren Körpers auf den hier vor- 
liegenden Fall an und benutzen dabei die eingeführten Bezeich- 
nungen, so ergeben sich für die Bewegung eines deformierten 
Körpers die folgenden sechs Oleichungen: 

(71) J(X-^)hdr+fx,do^O, usw., 
(12)J[y[Z-^)-z{Y-^)]kdr +J{yZ,-zT;)dö^O, usw. 
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WO dt ein Volameneleinenty da ein Oberflächenelement eines be- 
liebigen herausgegriffenen Körperteils bezeichnet und die Integra- 
tionen sich auf diesen Körperteil beziehen, Nat&rlich gelten die 
Gleichungen auch für den ganzen Körper. 

Durch die Gleichungen (71) und (72) ist der Zusammenhang 
der Kräfte mit den Beschleunigungen vollkommen erschöpfend 
dargestellt Die folgenden Abschnitte bringen lediglich eine nähere 
Untersuchung ihres Inhalts. 

§ 17. Wir wenden zunächst die Gleichungen (71) an auf ein 
unendlich kleines irgendwo im Innern gelegenes Körperelement, 
dessen Form in folgender Weise gewählt ist. Durch einen be- 
liebigen Punkt P ziehen wir die drei zu den ^ 
positiven Richtungen der Koordinatenachsen 
Parallelen (Fig. 3), und schneiden dann in 
unendlich kleiner Entfernung von P diese drei 
Gerade durch eine, in der Figur vor dem 
Punkte P gelegene Ebene. Dadurch ent- 
steht ein Tetraeder, in dessen 'Eckpunkte P 
die drei Kanten rechtwinklig zusammenstoßen. 
Nennen wir die Größe der dem Punkte P 
gegenflberliegenden Seitenfläche da, ihre nach 
dem Innern des Tetraeders gerichtete Nor- pig. s. 
male v^ und die Größen der drei anderen 
Seitenflächen dö^ dCy^ dc^j je nach ihren Normalen, so stellen die 
letztgenannten Flächen die Projektionen von da auf die drei Koor- 
dinatenebenen dar, es gelten also die Beziehungen: 

döfg^^ — dö cob(vx)^ döye=_d<Jcos(j'j/), dö,=— dö cos(v2^), (73) 

da alle Flächengrößen positiv sind, während die Normale v mit 
aUen Koordinatenrichtungen stumpfe Winkel bildet 

In Gleichung (71) reduziert sich ffir unseren Fall das Volumen- 
int^ral auf ein einziges Glied, welches das Volumen dr des 
Tetraeders als Faktor enthält, während das Oberflächenintegral 
gleich ist der Summe von vier Gliedern, deren jedes einer Seiten- 
fläche des Tetraeders entspricht und ihrer Größe proportional ist 
Da nun dr von der dritten Ordnung, die da aber von der zweiten 
Ordnung unendlich klein sind, so verschwindet das Volumenintegral 
gegen jedes einzelne der Glieder des Oberflächenintegrals, und die 
Gleichung (71) geht aber in 

X^da^+ Xydöy+ X^do,+ X^do == 0, 




(74) 
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wobei berücksichtigt ist, daß die inneren Normalen der Seiten- 
flächen des Tetraeders durch x^ y, z, v dargestellt werden. Dies 
mit (73) kombiniert liefert: 

Zy= Z, cos {vx) + Xy cos {vy) + X, cos {vz) 
und ebenso aus den anderen beiden Gleichungen (71): 
Fy« Y„ cos {vx) + Yy cos {vy) + F, cos {vz)^ 
Z^ = Z^ cos (vx) + Zy cos {vy) + Z, cos (v^r). 

Diese Gleichungen ergeben fdr jeden Punkt P des Körpers 
den Zusammenhang der Größe und Bichtung des dort wirkenden 
Druckes (X^ Y^ Z^ mit der Richtung der Normalen v des Flächen- 
elements, auf welches der Druck wirkt (vgl. § 15 am Schluß). Denn 
oh de genau durch den Punkt P oder in unendlich kleiner Ent* 
femung von ihm gelegt ist, macht für die endlichen Werte der 
Druckkomponenten keinen Unterschied. 

Hiemach ist der Druck für jede beliebige Bichtung von v 
bestimmt, sobald die neun Druckkomponenten X«, • • • ^^ bekannt 
sind. Fällt v mit einer Eoordinatenrichtung zusammen, so sind 
die Gleichungen identisch erffillt Auch genügen sie allgemein den 
Forderungen (69), da die cos ihre Vorzeichen umkehren, wenn v 
mit der entgegengesetzten Richtung vertauscht wird. 

Von den neun den Eoordinatenflächen dOg, dCy^ dc^ entsprechen- 
den Druckkomponenten stellen die in der Diagonale stehenden 
Xb, Yy, Z^ solche Drucke dar, welche normal auf ihre Fläche 
wirken, und zwar bedeutet ein positiver Wert stets einen Kom- 
pressionsdruck wie bei einem Gas, unabhängig von der gewählten 
Eoordinatenrichtung, ein negativer stets einen Zug wie bei einem 
gespannten Draht (vgl. § 14). Denn bei einer Umkehrung der 
Eoordinatenrichtung kehrt sowohl die Eomponente der Flächen- 
kraft als auch die innere Normale ihr Vorzeichen um. Natürlich 
brauchen die drei Normaldrucke nicht alle das nämliche Vorzeichen 
zu haben. 

Die übrigen sechs Druckkomponenten sind die Tangential- 
drucke oder scherenden Drucke, auch Schubspannungen genannt, 
wie sie bei der Torsion und bei der Beibung auftreten. Es sei 
schließlich daran erinnert, daß alle vorstehenden Betrachtungen 
sich auf ein unendlich kleines Eörperelement beziehen, und daß die 
Größen der Druckkomponent^n von Element zu Element wechseln 
können. Daher sind im allgemeinen die neun Druckkomponenten 
Xb, • • • Z^ als Funktionen des Ortes x^ y, z zu betrachten. 
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§ 18. Um die dynamischen Gleichungen (71) und (72) zu wei- 
teren Schlüssen zu benutzen, leiten wir zuerst einen mathema- 
tischen Satz ab, der uns auch bei anderen Gelegenheiten noch 
hftufig gute Dienste leisten wird; er betrifft die Umwandlung eines 
gewissen Baumintegrals in ein Oberflächenintegral. Es bezeichne q> 
eine eindeutige stetige Funktion der Baumkoordinaten x^ y^ z^ und 
es handle sich um die Berechnung des Integrals: 

^f • dx, (75) 

zu erstrecken über einen bestimmten Baum, der in der Fig. 4 der 
Allgemeinheit halber so gezeichnet ist, daß seine Oberfläche, von 
außen betrachtet, auch ^^. ,■ ■ i^^^,^^^ . 

konkave Stellen besitzt yr^ ^^^**N. 

Die Oberfläche dürfte / ^\^ 

übrigens auch aus ver- /^ \ 

schiedenen ganz ge- / V 

trennten Stücken be- // u /^'*^>ä V^ sj^ L 

stehen, ohne daß die rrjr kf J Ly "'?,?.ry r, 

Gültigkeit der folgen- v,^>/ ^^'^■w^^,,^^^ 

den Sätze dadurch be- 
einträchtigt würde. 

Wir setzen dt »= dx^dy-dz^ und integrieren zunächst über x^ 
indem wir y und z^ sowie dy und dz konstant halten, d. h. wir 
summieren über die Volumelemente eines unendlich dünnen, der 
o;- Achse parallelen Zylinders mit dem Querschnitt dy^dz. 

Wenn der Zylinder die Oberfläche des Integrationsraumes in 
mehreren Punkten 1, % 3, 4 schneidet, so wird er dadurch in 
mehrere Teilzylinder zerlegt, und das Integral über den ganzen 
Zylinder ist gleich der Summe der Integrale über die einzelnen 
Teilzylinder, also in unserem Falle: 

dydz (9)3 — 9Pi + g>4 — 9t\ (76) 

Bezeichnen wir die Gr5ßen der Flächenelemente, welche der 

Zylinder aus der Oberfläche des Integrationsraumes ausschneidet, 

mit dci^ do^ da^^ dö4^ ihre inneren Normalen mit vi^ r^, Vgj v^^ so ist 

dydz «a d<Ji cos {vix) = — dö, cos {v^x) «« dc^ cos {v^x) 

— — dÖ4 cos {V4^X) (77) 

und das Integral (76) über den Zylinder wird: 

— 91 cos {v^x) döi — g>2 cos {v2^)dö2 — g>^ cos (v^x) dö^ 

— q>^coB{p^x)dö^. 



Fig. 4. 
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Ein entsprechender Ausdruck gilt f&r jeden der unendlich 
vielen unendlich dünnen zur a;-Achse parallden Zylinder, in die 
der ganze Integrationsraum zerlegt gedacht werden kann, und die 
Summe aller dieser Ausdrücke, oder das gesuchte Integral, l&ßt 
sich mithin schreiben: 

^''^^ /if • ^^ -=-/?> cos (px) da, 

zu erstrecken über alle Elemente de der Oberfläche des Inte- 
grationsraumes. 

Setzen wir als Beispiel 9) :=» const, so erhalten wir die Identität: 



/ 



cos (i'aj)rf<J=aO, 



deren Gültigkeit für jede beliebige Form der Oberfläche auch direkt 
leicht einzusehen ist, wenn man sich den Sinn dieser Gleichung an 
der Hand der Beziehung (77) klarmacht 

Für späteren Gebrauch stellen wir gleich hier einige all- 
gemeinere und speziellere Anwendungen der abgeleiteten Formel 
zusammen. 

Wenn wir mit tp irgendeine zweite eindeutige stetige Funktion 
bezeichnen, so liefert die Gleichung: 

ox ^ ox * ^ ö»' 

über irgendeinen Baum integriert, nacji (78) auf der linken Seite 
ein Oberflächenintegral, auf der rechten zwei Baumintegrale, so 
daß wir schreiben können: 

C^^) Jg>^dT^'-'JiptpQ08{vx)da—Jtp^dT. 

Diese Beziehung spricht den Satz der partiellen Integration 
aus, angewendet auf ein Gebiet yon dreifacher Mannigfaltigkeit 

Eine häufig zu benutzende Anwendung der Gleichung (79) ist 
die folgende: 

J IS^Ö^ "^ öy öy ■*" öl W^^ 

/(If COS {vx) + || cos (vy) + If cos (i;^))^elö 
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oder nach (I. (120 a)) und (L (129)) 

/(llll + sfsf + lflS'^^ f V> l^ da -Jtp.Jg>. dt. (80) 

Für V =» 95 ergibt sieh spezieller: 

!{&+&+&]<"— J^¥,^'-f^-^^-är (8.) 
und für tp<=»const: 

Jjg>.dr = —J^dö. (82) 

f 19. Nehmen wir nun wieder die dynamischen Gleichungen (71), 
angewendet auf einen beliebigen Teil des Körpers, zunächst die 
erste derselben, und ersetzen das darin vorkommende X^ durch 
(74), 'so können wir das Oberflächenintegral nach (78) als Raum- 
integral schreiben, da z. B. 



Jx,cos{v,x)da p-§dr, 



und dieses Baumintegral mit dem ersten Integral von (71) zu einem 
einzigen ßaumintegral vereinigen. Wählen wir dann den Körper- 
teil unendlich klein, vom Volumen dr, so reduziert sich das Raum- 
integral auf ein einziges Glied, und es ergibt sich, mit Weglassung 
des Faktors dn 



ebenso: 



und: 



(Y ^^Vt. ^^x ö-Xy hXx f^ 

V^ di^r~ öa? ~ öy ~"dF"""» 

lV—^\Tr ^^* ^^y ^^* n 

It' f^U ^^ ^^y ö^* _ n 

V *" dtV'^~ öx ~ öy ■" Ö0 ~ "' 



(83) 



gültig für jeden Punkt des Körpers. 

Charakteristisch für diese Gleichungen ist, daß in ihnen die 
Druckkomponenten nicht mit ihren absoluten Werten, sondern nur 
mit ihren räumlichen Differentialquotienten auftreten. 

Ein gleichmäßiger Druck, mag er auch noch so groß sein, ver^ 
mag also niemals eine Bewegung hervorzurufen, es gehört dazu 
immer eine räumliche Veränderlichkeit des Druckes, oder ein 
„Druckgefälle". In dieser Beziehung ähnelt die physikalische Be- 
deutung eines Druckes derjenigen eines Potentials (vgl. I. § 39 f). 

Planoki Heehanlk deformiexbarer Körper» 8. Anfl. 3 
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Ganz ebenso können wir in den dynamischen Gleichungen (72) 
das Oberflächenintegral in ein Eaomintegral verwandeln, nach d&a 
Muster der Umformiing: 

' JyZ, cos {px) da = ^f^^dr 

nnd erhalten so auf dem nämlichen Wege aus der ersten jener 
Gleichungen: 



{yi^-^-'i'-^)]- 



oder, mit Elimination der Massenkräfte durch (83) und Ausführung 
der Differentiationen: 

(84) Zy= F,. Ebenso: Z,— Z^ und F^= Xy. 

Die Tangentialkomponenten des Druckes sind also paarweise 
einander gleich, und die neun Druckkomponenten X^, • • • Z, redu- 
zieren sich dadurch ganz allgemein auf sechs. 

Die Gleichungen (83) und (84) sind physikalisch yollkommen 
äquivalent den Gleichungen (71) und (72), da man aus ihnen durch 
Integration fiber irgendeinen Körperteil wieder zu letzteren flber- 
gehen kann. Wir werden sie künftig allen Untersuchungen über 
Gl^chgewichts- und Bewegungsprobleme zugrunde legen. 

S 20. Nachdem durch die Beziehungen (84) die Gesetze (74) 
des Druckzustandes an einer bestimmten Stelle des Körpers sich 
erheblich vereinfacht haben, wollen wir jetzt die Form dieser Ge- 
setze näher untersuchen und stellen zunächst einmal die Frage, ob 
es, wenn die sechs Druckkomponenten X^^^-Z^ beliebig gegeben sind, 
Flächenelemente gibt, auf welche der Druck senkrecht wirkt, für 
die also die Kichtung des Druckes zusammenfällt mit der Bichtung 
ihrer Normalen. Die Bedingung hierfür ist: 

Z^= p cos {vx)y ^v— 1^ cos {vy)j Z^^=p cos {vz)^ 

wenn p die Gröüe des Druckes bezeichnet Dies in (74) eingesetzt 
ergibt: 

/ (Z,— p)cos(j'a;) + Xy cos (1^1/)+ Z, cos(i;2r)=o, 

(85) I Fp cos iyx) + (Fy— p) cos {vy) + F, cos (i^^)=0, 
( Z^ cos {vx) + Zy cos (yy) + {Z^ —p) cos [vz) = 0, 
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und diese Gleichangen sind, abgesehen von der Bezeichnung und 
davon, daß es sich hier um lauter endliche Größen handelt, yoll- 
konunen identisch mit den Gleichungen (40) oder (63), sie ffihren 
also auch zu. denselben Resultaten, die wir in folgende Sätze zu- 
sammenfassen können. 

Der Druckzustand in einem Eörperelement wird stets darge- 
stellt durch einen symmetrischen Tensor, den Druck- oder 
Spannungstensor, dessen Komponenten die 6 Druckkomponenten, und 
dessen Hauptwerte die sogenannten „Hauptdrucke'^ p, g, r bilden, 
das sind die Wurzeln einer kubischen Gleichung von der Form (62). 
Die Hauptachsen des Tensors sind die Normalen derjenigen Flächen- 
elemente, auf welche der Druck senkrecht wirkt, sie sind also zu- 
gleich auch die Sichtungen der entsprechenden Hauptdrucke. Durch 
die Größen und Richtungen der Hauptdrucke ist der ganze Druck- 
zastand ebenso bestimmt wie durch die sechs Druckkomponenten 
in Bezug auf ii^endein Koordinatensystem, nach Gleichungen von 
der Form (64). Wenn speziell die drei Hauptdrucke einander 
gleich sind (wie stets bei einer vollkommen elastischen Flüssigkeit, 
§ 44), so sind die Normaldrucke Zr= ry= ^,=1? = ? = *•, die 
Tangentialdrucke Xy=F,= Za,= 0, und die Richtungen der 
Hauptachsen sind unbestimmt. 

Um uns für den allgemeinen Fall von dem Zusammenhang der 
Richtung des Druckes (X^, F^, Z^) mit der Richtung der Normalen 
V des Flächenelements, auf welches er wirkt, eine anschauliche 
Vorstellung zu bilden, denken wir uns die folgende ideale Fläche 
zweiter Ordnung (EUipsoid oder Hyperboloid) konstruiert: 

X^x^ + Yyy^ + Z,z^ ^ 2 Y,yz + iZ^zx + 2XyXy =± 1, (86) 

wo das Vorzeichen rechts so zu wählen ist, daß die vorzunehmen- 
den geometrischen Operationen reell ausfallen. 

Von dieser Fläche läßt sich folgender Satz beweisen: Die Rich- 
tung der Flächennormale im Endpunkt eines Durchmessers von der 
Richtung v gibt die Richtung des Druckes an, welcher auf ein 
zu p senkrechtes Flächenelement wirkt 

Bezeichnet nämlich f{x^ !/i ^) = die Gleichung der Fläche, 
so sind 

ox oy 02 ^ ' 

die Richtungsverhältnisse der Normalen in dem Punkt (o;, y, z) der 

8* 
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Fläche, und wenn dieser Punkt auf dem Durchmesser von der 
Bichtung v liegt, so ist 

x:y:z^=^ cos iyx) : cos (i^y):C0B {vz). 

Durch diese Werte gehen die Verhältnisse (87), mit Benutzung des 
Ausdrucks (86) für die Funktion ^ über in X^iT^iZ^^ wie ein 
BUck auf (74) lehrt 

Nach ihrer soeben dargelegten physikalischen Bedeutung ist 
die Form und Lage der Fläche (86) unabhängig von dem gewählten 
Koordinatensystem. Ihre Achsen sind offenbar die Hauptdruckachsen ; 
f ür j) = 2 = r ist sie eine Kugel. 

Allgemein läßt sich behaupten, daß beim Übergang von den 
Koordinaten o;, y, z zu irgendwelchen anderen orthogonalen gerad- 
linigen Koordinaten x\ y\ z' der Ausdruck (86) invariant bleibt 
Denn die Gleichung, welche man statt (86) erhält, wenn man darin 
Ä , y\ z statt 0?, y, z und zugleich Z;^. , • • • Z/ statt Zj» • • • Z^ schreibt, 
stellt ja die nämliche Fläche dar. Der Zusammenhang der gestrichenen 
Druckkomponenten Z^, • • • mit den ungestrichenen Z^, • • • muß also 
ein derartiger sein, daß beim Ersetzen der gestrichenen durch die 
ungestrichenen Komponenten und Koordinaten die Gleichung (86) 
wieder herauskommt Dieser Satz enthält die Gesetze der Trans- 
formation der Druckkomponenten von einem Koordinatensystem auf 
ein beliebiges anderes. 

Es versteht sich, daß alle hier abgeleiteten Beziehungen nicht 
nur fttr den Drucktensor, sondern ebenso auch für den Deforma- 
tionstensor und überhaupt für jeden symmetrischen Tensor zweiten 
Banges entsprechende Gültigkeit besitzen. Nur ist ihre physikalische 
Bedeutung in den verschiedenen Fällen eine ganz verschiedene, 
mehr oder weniger wichtiga Auch das Trägheitsmoment (I. § 142) 
eines Körpers in Bezug auf die verschiedenen durch einen bestimm- 
ten Punkt gehenden Bichtungen wird durch einen symmetrischen 
Tensor dargestellt^ und zwar einen solchen, dessen Hauptwerte 
(die Hauptträgheitsmomente) stets positiv sind. Die Fläche (86) 
bildet dann das Trägheitsellipsoid. Man wird hier wieder, wie 
auch sonst häufig, auf die interessante Beobachtung geführt, daß 
die Natur, so ungeheuer mannigfaltig ihre Erscheinungen sich dem 
äußeren Anblicke nach darstellen, dennoch oft auf ganz entlegenen 
Gebieten mit denselben einfachen Mitteln arbeitet Ohne diesen 
Umstand wäre es für den menschlichen Geist, der meistens mit 
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Gleichnissen und Analogieschlüssen arbeitet, unendlich viel schwie- 
riger, ihren Gesetzen näher auf die Spur zu kommen. — 

Ehe wir nun zu firuchtbaren Anwendungen der dynamischen 
Gleichungen (83) schreiten können, müssen wir noch die Beziehungen 
kennen, welche zwischen Druck und Deformation bestehen, und 
die Frage nach diesen Beziehungen führt uns mit Notwendigkeit 
zu derjenigen nach dem Material des betrachteten Körpers, das 
wir bisher ganz unberücksichtigt lassen konnten. Davon wird also 
in den folgenden Abschnitten in erster Linie die Bede sein müssen. 



Zweiter Teil 

Unendlich kleine Deformationen. 

Erstes Kapitel. Feste Korper. AUgemebies. 

I 21. Wie wir im ersten Teil gesehen haben, fehlt nns zur 
eindeutigen Formuliernng der Bewegangsgesetze deformierbarer 
Körper nnr noch die Kenntnis des Zusammenhanges zwischen dem 
Deformationstensor und dem Drucktensor. Um nun diesen Zu- 
sammenhang festzulegen, f&hren wir vor allem die Hypothese ein, 
die wir zunächst . auch überall im Folgenden beibehalten werden, 
daß der Druck immer und überall einzig und allein abhängt von 
der gleichzeitigen und lokalen Deformation und umgekehrt, — 
eine Voraussetzung, die in der Natur keineswegs immer erfüllt ist; 
denn genau genommen zeigen alle festen Körper in höherem oder 
geringerem Grade eine Abhängigkeit ihrer Deformation außer von 
den augenblicklichen Kräften auch noch von der Art der Behand- 
lung, der sie vorher unterworfen waren, ferner auch von der Tem- 
peratur, welche sich im allgemeinen ganz unabhängig von Druck 
und Deformation ändern kann. Wenn und insoweit für einen Körper 
die von uns eingeführte Hypothese zutrifft, nennen wir ihn „voll- 
kommen elastisch**. 

Zur Bedingung der vollkommenen Elastizität gehört es natürlich 
auch, daß ein Körper, der eine Zeitlang beliebigen deformieronden 
Kräften ausgesetzt worden ist, nach Aufhören dieser Kräfte keinen 
andern Gleichgewichtszustand annimmt, als denjenigen, welchen er 
vor der Anbringung der Kräfte besessen hat; denn dem Drucke 
Null muß eindeutig die Deformation Null entsprechen. Wenn also 
ein Körper die Erscheinung der elastischen Nachwirkung zeigt, 
du L wenn er nach Aufhören der deformierenden Kräfte erst all- 
mählich in seinen alten Gleichgewichtszustand zurückkehrt, verhält 
er sich nicht vollkommen elastisch. Dagegen spielt die Größe der 
durch einen bestimmten Druck bewirkten Deformation bei der 
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Frage nach der volLkommenen Elastizität keine Bolle. In diesem 
Punkte weicht die wissenschaftliche Terminologie etwas ab von 
dem gewöhnlichen Sprachgebrauch, da man im taglichen Leben 
mit dem Begriff der hervorragenden Elastizität auch den einer 
besonders großen Deformierbarkeit verbindet und in diesem Sinne 
z. B. Kautschuk elastischer als Glas nennt Im wissenschaftlichen 
Sinne ist umgekehrt Glas elastischer als Kautschuk, insofern es 
die Eigenschaft der elastischen Nachwirkung lange nicht in dem 
Grade zeigt wie letzterer. ^ 

Nach allen Erfahrungen darf man einen jeden Körper als voll- 
kommen elastisch betrachten, falls seine Deformation eine gewisse 
Größe nicht tiberschreitet welche als die „Grenze der vollkommenen 
Elastizität"" bezeichnet wird. Unsere folgenden Untersuchungen 
beziehen sich daher auf alle Körper, aber nur auf solche Defor- 
mationen, welche so klein sind, daß sie innerhalb der Elastizitäts- 
grenze liegen. Um die mathematische Behandlung derselben zu 
vereinfachen, nehmen wir die Deformationen als unendlich klein an. 

§ 22. Ein Körper, in welchem alle Sichtungen physikalisch 
gleichwertig sind, heißt „isotrop"; dagegen wird ein Körper, in 
welchem sich irgendwelche Bichtungen physikalisch verschieden 
verhalten, als „anisotrop"" bezeichnet Für isotrope Körper läßt 
sich gleich von vornherein ein Zusammenhang zwischen Deformation 
und Druck angeben: da nämlich der Druck durch die Deformation 
vollständig gestimmt ist, so müssen bei jeder beliebigen Deformation 
die Hauptachsen des Drucktensors zusammenfallen mit denen des 
Deformationstensors. Bei anisotropen Körpern kann man aber 
diesen Schluß nicht ziehen, weil hier auch noch gewisse Yorzugs- 
richtungen des Körpers eine Bolle spielen werden. Da wir unsere 
folgenden Betrachtungen auch auf Kristalle, also auch auf aniso- 
trope Körper erstrecken wollen, so müssen wir, um vorwärts zu 
kommen, einen allgemeineren Weg einschlagen. 

Der Deformationstensor wird charakterisiert durch seine sechs 
Komponenten x^, a?v» ' " (§ ^^X ^^ Drucktensor durch seine sechs 
Komponenten X^, Zy, • • • (§ 19), und die letzteren Größen sind 
bestimmte Funktionen der ersteren Größen. Da nun die Defor- 
mationskomponenten unendlich klein sind, so kann man in der 
Taylorschen Beihenentwicklung bei den ersten Gliedern stehen 
bleiben und erhält als Besultat, daß die Druckkomponenten lineare 
Funktionen der Deformationskomponenten sind und, wie wir gleich 
hinzufugen können, homogene Funktionen, da wir die Deforma- 
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tionen von demjenigen Zustand ans rechnen wollen, welcher dem 
Drucke Null entspricht, d. h. von dem „natfirlichen'' Zustand des 
Körpers aus. Dann yerschwinden die Druckkomponenten zugleich 
mit den Deformationskomponenten. 

Ordnen wir also den Deformationskomponenten in der Beihen- 
folge a?a,, Pyj Zgy y„ z^ Xy die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 zu, und die näm- 
lichen Ziffern den Druckkomponenten in der Beihenfolge X„ Y^^ 
Z^^ Y„ Z^ Xy, so ergehen sich als allgemeiner Ausdruck der Ab- 
hängigkeit des Druckes von der Deformation die sechs Gleichungen: 

(88) j Yy = a^^x^ + a^yy -f- a^z^ -f- a^y^ + a^z^ + a^^Xy 



l 



in welchen die 36 Eonstanten a durch die materielle Beschaffenheit 
des Körpers bestimmt sind. Diese Ausdrücke in die BewQgungs- 
gleichungen (83) eingesetzt liefern dann die allgemeinen Gesetze 
der Bewegung. 

Es fragt sich nun noch, ob die Konstanten a gänzlich unab- 
hängig voneinander sind, oder ob nicht zwischen ihnen gewisse 
Beziehungen bestehen, durch deren Einführung die Gleichungen (88) 
sich vereinfachen. Daß beim Vorhandensein irgendwelcher Sym- 
metrien in der Struktur eines Kristalls eine Spezialisierung und 
Vereinfachung insofern eintreten wird, als die Anzahl der Kon- 
stanten a sich auf eine geringere als 36 reduziert, ist unmittelbar 
einleuchtend. Wir wollen aber einstweilen noch bei dem allge- 
meinen Fall eines vollständig unsymmetrischen Kristalls stehen 
bleiben, um diesen einer Bedingung zu unterwerfen, die wir bisher 
noch nicht eingeführt hatten, von der wir aber doch wissen, daß 
sie in der Natur stets erfüllt ist: dem Gesetz der Erhaltung der 
Energie; und wir werden sehen, daß die Einführung dieses Gesetzes 
eine allgemeine beträchtliche Vereinfachung des Gleichungssystems 

(88) im Gefolge hat. 

§ 23. Nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie (I. (393)) 
ist die in einem Zeitelement dt erfolgende Änderung der Gesamt- 
energie L '\-U eines materiellen Systems gleich der währenddem 
von den äußern Kräften an dem System geleisteten Arbeit: 

(89) d(L + C7) = A. 

Wir wollen nun diese Gleichung auf den vorliegenden Fall 
anwenden, indem wir, ganz wie oben in § 15, einen beliebigen 
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Teil des ganzen Körpers herausgreifen und ihn als materielles 
System der Betrachtung zugrunde legen. 

Was zunächst den ersten Teil der Energie, die lebendige Kraft 
L betrifft, so ist dieselbe einfach die Summe der lebendigen Kräfte 
aller Massenelemente Ic'dx des betrachteten Körperteils, also: 

wo u^ Vy w die Komponenten der Verschiebung eines materiellen 
Punktes aus seiner natürlichen Lage bedeuten, und die Integration 
über den betrachteten Körperteil zu erstrecken ist. 

Von dem zweiten Teil der Energie, der potentiellen Energie 
Uj wissen wir, daß sie sich ebenfalls durch Addition zusammen- 
setzt aus den potentiellen Energien der einzelnen Massenelemente, 
sie wird also die Form besitzen: 

U=fF'dT, (91) 

wo die Funktion jF, die potentielle Energie der Volumeneinheit, 
wegen der vollkommenen Elastizität des Körpers lediglich von dem 
Deformationszustand des betreffenden Volumenelements, also von 
den 6 Deformationskomponenten x^, t/y^^ - • • abhängt. Da es bei 
der potentiellen Energie nur auf ihre Änderungen, nicht auf ihren 
absojuten Wert ankommt, so wollen wir, ohne damit die Allge- 
meinheit zu beschränken, für den natürlichen, deformationslosen 
Zustand des Körpers J" = setzen. 

Was endlich die äußere Arbeit A betrifft, so besteht diese nach 
§ 14 einmal aus der Arbeit der Massenkräfte, welche auf alle 
Elemente des betrachteten Körperteils wirken, und außerdem aus 
der Arbeit der Druckkräfte, welche von außen auf die Punkte der 
Oberfläche des betrachteten Körperteils wirken, also: 

A = f{Xdu+Ydv + Zdw)JcdT+f{XJu+r^dv-^Z^dw)d0, (92) 

wo das erste Integral über das Volumen, das zweite Integral über 
die Oberfläche des Körperteils zu erstrecken ist 

Um nun die Forderung (89) des Energieprinzips zu verwerten, 
bilden wir zunächst den Ausdruck von dL, Da die Masse kdr 
nicht von der Zeit abhängt, so können wir aus (90) direkt ableiten: 
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oder, wenn wir für die drei BescMeonigongskomponenten ihre Werte 
ans den Bewegongsgleichnngen (83) einsetzen: 



(93) 



dL -= f(Xdu + Ydv + Zdw) Tcdx 



^idx 






•/'"•|+''<'(^+f+^) 

Machen wir jetzt von der Transformationsfonnel (79) Gebrauch, 
und zwar für jedes einzelne der neun Baumintegrale, in welche 
das zweite Baumintegral zerfällt, so erhalten wir, mit gleichzeitiger 
Berücksichtigung yon (74): 



(94) 



dL ^C{Xdu + Ydv + Zdw)Tcdx 



■f 



+ /dr. 






'« ÖX 



•y dy 



+ i;^ + F.^ + r, 



« d« 



y öy 



+ ^.^-^'+^.^ + ^. 



* da; 



y öy 
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TT 
bdfp 



+ fda-iX^du + Y^dv +Z^dw), 



Dieser Ausdruck fUr di, in die Enei^giegleichung (89) ein- 
gesetzt, bewirkt insofern eine bedeutende Vereinfachung derselben, 
ÜB das von der äußeren Arbeit A herrührende, durch (92) dar- 
gestellte Glied der rechten Seite sich gegen das gleiche der linken 
Seite forthebt. Dann bleibt in der Energiegleichung nur noch 
übrig die potentielle Energie dU und das zweite Eaumintegral 
in (94), Das letztere können wir noch einfacher schreiben. Zu- 
nächst ist nämlich zu bedenken, daß in den Ausdrücken -^ usw. 

die Zeichen d sich auf die räumliche Differentiation, die Zeichen d 
dagegen auf die zeitliche Differentiation beziehen, daß also diese 
beiden Operationen ganz unabhängig voneinander sind. Daher 
haben wir: 



hdu jhu 



bx 



hdu ■jbu 



usw. 
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Benatzen wir fem^ die Beziehungen (84) und die Abkür- 
zungen (60), so stellt sich schließlich die Energiegleichong in der 
Form dar: 

dU+f{X^dx^ + Tydyy + Z,dz, + Y,dy, + Z^dz^ + XydXy)dx^(S. 

(95) 
Hier können wir nach (91) für die Änderung der potentiellen 
Energie schreiben: 

dü--=^fdFdT. (96) 

Streng genommen mfißte hier allerdings noch ein Glied hinzu- 
gefügt werden, welches von der zeitlichen Änderung der Größe 

des Yolumenelements dt herrührt, nämlich das Glied / Fd{dr), 

wo das erste d der zeitlichen, das zweite d der räumlichen Ände- 
rung entspricht Aber dieses Glied ist deshalb zu yemachlässigen, 
weil bei unendlich kleinen Deformationen die zeitlichen Änderungen 
eines Yolumenelements, auch für endliche Zeiten, unendlich klein 
sind gegen die Größe des Yolumenelements, während dagegen die 
zeitlichen Änderungen der potentiellen Energie F von derselben 
Größenordnung sind wie die Größe dieser Energie. 

Mit Benutzung von (96) läßt sich der Ausdruck (95) als ein 
einziges Baumintegral schreiben, zu erstrecken über das Yolumen 
des betrachteten Körperteils. Nehmen wir nun den Körperteil un- 
endlich klein, als ein einziges Yolumenelement dr^ so kann das 
Integralzeichen fortbleiben, und wir erhalten für jedes einzelne 
Körperelement: 

-dF = X^dx„+rydyy + Z,dz,+ T,dy, + ZJz^ + Xj,dXy. 

Da aber andererseits F durch die sechs Deformationskompo- 
nenten bestimmt ist, so hat man: 

und da die Deformationskomponenten und ihre Änderungen unab- 
hängig voneinander sind, so gilt allgemein: 

^9 X y 
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d. h. die Komponenten des Drucktensors sind die nega- 
tiven Abgeleiteten einer einzigen Funktion der Defor- 
mationskomponenten nach diesen, genau ebenso wie bei 
Zentralkräften die Eraftkomponenten die negativen Abgeldteten 
einer einzigen Funktion der Koordinaten, des Potentials, nach 
diesen sind (I. (107)). Daher heißt die potentielle Energie F der 
Yolumeneinheit auch das elastische Potential 

Nach (88) ist das elastische Potential eine quadratische Funk- 
tion der Deformationskomponenten, und zwar eine homogene Funk- 
tion, da nicht nur die linearen, sondern nach der von uns oben 
gemachten Voraussetzung auch das absolute Glied yerschwindet 

§ 24* Nach den gewonnenen Ergebnissen ist der allgemeine 
Ausdruck des elastischen Potentials von der Form: 



+fv 



(98) ^ =5^ »/ + a^^^y + Oi,«^, + 014«,^, + OuiF^, + «x««,«. 

Daraus ergeben sich dann nach (97) die sechs Druckkomponenten 
als lineare homogene Funktionen der Deformationskomponenten 
ganz wie oben in (88), nur mit dem Unterschiede, daß jetzt ajj = o«» 
usw. Mit anderen Worten: Die Existenz eines elastischen Poten- 
tials ist gleichbedeutend mit der Bedingung, daß in den Elastizitäts- 
konstanten Oii die beiden Indizes i und^' yertauschbar sind. Dadurch 
tritt gegenüber der allgemeinen, in § 22 entwickelten Theorie die 
erhebliche Vereinfachung ein, daß das elastische Verhalten eines 
Körpers nicht mehr von 36, sondern nur noch von 21 Konstanten 
abhängt Über diese Konstanten läßt sich von vorneherein, ohne 
auf die speziellen Eigenschaften des Körpers einzugehen, nur noch 
eine bestimmte Aussage machen, nämlich die, daß sie die Bedingung 
erffillen, das Potential F unter allen Umständen positiv zu machen. 
Denn das elastische Potential ist die potentielle Energie der De- 
formation, und diese besitzt die Eigenschaft, sich beim Übergang 
des Körpers aus dem deformierten in den nattirlichen Zustand, also 
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beim Übergang des Potentials vom Werte F in den Wert Null, 
in kinetiscbe, also positive Energie zu verwandeln, was notwendig 
erfordert, daß sie selber positiv ist. Diese Überlegung bildet eine 
Anwendung des allgemeinen Satzes, * daß einem stabilen Gleich- 
gewichtszustand stets ein Minimum der potentiellen Energie ent- 
spricht (I. § 105). Da nun der natürliche, deformationslose Zustand 
des Körpers einen stabilen Gleichgewichtszustand darstellt, so ist 
die potentielle Energie in jedem Deformationszustand großer als 
die im natürlichen Zustand, d. h. größer als Null. 

Daraus ist weiter zu schließen, daß die sechs Eonstanten 
^U9 ^) * " ^66 sämtlich positiv sind. Denn wäre z. B. a^i negativ, 
so brauchte man nur x^ von Null verschieden und alle anderen 
Deformationskomponenten gleich Null anzunehmen, um ein negatives 
Potential zu erhalten. Aber auch die übrigen Eonstanten a müssen 
gewissen Ungleichungen genügen, auf deren nähere Formulierung 
wir jedoch hier nicht näher eingehen wollen. 

§ 25. In der Praxis handelt es sich gewöhnlich darum, bei ge- 
gebenen äußeren Druckkräften die durch sie bewirkte Veränderung 
des Eörpers zu finden. Da erhebt sich zuerst die wichtige Frage 
nach der Eindeutigkeit der Lösung dieser Aufgabe, d. h. die 
Frage, ob gegebenen äußeren Druckkräften eine ganz bestimmte 
Veränderung des Eörpers entspricht, oder ob mehrere verschieden- 
artige Veränderungen mit den Gleichungen des Problems verträglich 
sind. Das wollen wir zunächst untersuchen. Dabei wollen wir 
uns auf den Fall des Gleichgewichts beschränken. 

Wir setzen also jetzt die von außen auf die Oberfläche des 
Eörpers wirkenden Drucke X^ r„, Z^ und ebenso die Massenkräfte 
Z, F, Z als gegeben voraus und nehmen an, es seien drei Funk- 
tionen Uy V, w von a:, y, z gefunden, welche, als Verschiebungen 
der Punkte o?, y, z des Eörpers betrachtet, allen Bedingungen des 
Gleichgewichts genügen, nämlich sowohl den Gleichungen (83) für 
das Innere: 



-^'^~ da; "^ öy "'^ ÖÄ 



(99) 



als auch den Gleichungen (74) für die Oberfläche. In allen diesen 
Gleichungen sind für die Druckkomponenten X^.^ • • diejenigen 
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Werte za setzen, welche sich aus den Aasdrücken der Verschie- 
bungen u, V, w berechnen, wenn man zunächst nach (60) die ihnen 
entsprechenden Deformationskomponenten und dann nach (97) die 
Druckkomponenten bildet. 

Nun wollen wir weiter annehmen, es existieren noch drei 
andere, von den vorigen verschiedene Funktionen u', v\ w' von 
x^ y, 2^ welche ebenfalls allen Bedingungen des Gleichgewichts 
Genüge leisten; dann gelten die nämlichen Gleichungen (99) und 
(74) auch für diejenigen Druckkomponenten Z]^, Z^, • • •, welche 
man erhält, wenn man aus u\ v\ w statt aus u^ v, w nach (60) die 
Deformationskomponenten a;/, Xy^ • - - berechnet und diese Werte 
in (97) einsetzt. 

Betrachten wir nun die Funktionen: 

(100) Uq^==^u — t^,' f;o=t;'— v, Wq^=W — w 

von Xj y^ z^ und untersuchen wir diejenige Veränderung des Körpers, 
welche sie, als Verschiebungskomponenten betrachtet, darstellen. 
Zunächst ergeben sich daraus nach (60) die Deformationskom- 
ponenten: 

(101) ^», = ^s' — ^a?» ^y,*=^y' — ^y» ' * ' 

und weiter nach (97) die Druckkomponenten: 

(102) X^^^=^X^—X^^ Xy^ = Xy—Xy, • • • 

Andrerseits folgt durch Subtraktion der Gleichungen (99) für die 
ungestrichenen Druckkomponenten von den nämlichen Gleichungen 
(99) für die gestrichenen Druckkomponenten, wenn man noch be- 
achtet, daß die gegebenen Massenkräfte Z, F, Z in beiden Glei- 
chungssystemen dieselben sind: 

(103) o-?^ + ^-^- + ^-^-.... 

und endlich für die Oberfläche des Körpers, durch Subtraktion der 
ungestrichenen von den gestrichenen Gleichungen (74), da die ge- 
gebenen Oberflächendrucke X^ F^, Z^ jedesmal die nämlichen sind: 

(104) = Xx^ cos (vx) + Xy^ cos {vy) + Xx. cos iyz), • • • . 

Hier könnte das Bedenken auftauchen, ob man bei dieser Sub- 
traktion die Werte der Bichtungscos in beiden Gleichungssystemen 
als gleich betrachten darf, da doch die Form der Oberfläche des 
Körpers bei den beiden Verändern ngen verschieden sein wird. In- 
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dessen man überzeugt sich leicht, daß der hierdurch begangene 
Fehler von kleinerer Größenordnung ist. Denn die Sichtungscos 
der Normalen eines Oberflächenelements sind endlich, ihre Werte 
weichen also bei irgendeiner unendlich kleinen Veränderung des 
Körpers nur yerhältnismäßig unendlich wenig yon desjenigen 
Werten ab, die sie in dem natürlichen Zustand des Körpers be- 
sitzen, während dagegen die Druckkomponenten X^., • • • sich bei 
den beiden Veränderungen um Beträge unterscheiden, welche gegen 
die Werte der Druckkomponenten selber beträchtlich sind. 

Die Gleichungen (103) und (104) haben eine physikalisch sehr 
anschauliche Bedeutung. Sie sprechen nämlich die Bedingungen ^ 
für eine Veränderung v^, Vq, Wq aus, bei der weder auf die Massen- 
elemente noch auf die Oberfläche des Körpers äußere Kräfte wirken. 
Dadurch ist die aufgeworfene Frage nach der Eindeutigkeit der 
Lösung für u, v, w bei gegebenen äußeren Kräften zurückgeführt 
auf die einfachere Frage, ob beim Fehlen jeglicher äußerer Ein- 
wirkung eine von Null verschiedene Veränderung tioVotv^ des Kör- 
pers möglich ist. 

Die Antwort darauf können wir durch folgende Überlegung 
finden. Multipliziert man die drei Gleichungen (103) der Beihe nach 
mit t^o, Vqj u^o, addiert, multipliziert mit dem Volumenelement är, 
und integriert endlich über den ganzen Körper, so erhält man eine 
Gleichung mit neun Baumintegralen, deren jedes sich nach (79) in 
folgender Weise umformen läßt: 

JuJ^I^ dz P-^ . -2^ . dr-JuoX,^ cos {vx)da. 

Dadurch geht die Gleichung, mit Bücksicht auf (104), über in: 



/ 



oder, wenn man für die Druckkomponenten ihre Werte aus (97) 
einsetzt: 



/ 



:F^,dT = o, 



wobei Fq den Ausdruck (98) bedeutet, falls man darin alle Defor- 
mationskomponenten mit dem Index Null versieht Nun ist Fq 
stets positiv, nur im Grenzfall, bei verschwindender Deformations- 
energie, Null, also folgt aus der letzten Gleichung, daß Fq für 
jedes einzelne Volumenelement verschwindet, und daraus, daß alle 
Deformationskomponenten o;«,, Xy.^ • • • einzeln gleich Null sind. 
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Mit anderen Worten: Wenn keinerlei äußere Kräfte anf den Körper 
wirken, so ist die Deformation notwendig gleich Null. 

Es fragt sich nun noch, ob dann auch die Veränderung Uq, c;^, Wq 
yerschwindet Um dies zu entscheiden, mfissen wir untersuchen, 
ob mit dem Verschwinden der sechs Deformationskomponenten: 



(105) 



bx ^' 


d2 "♦"■^"=^' 




ÖX ^ Ö2 ~"' 


02 "' 


öy "^ ö« "' 



auch die Verschiebungskomponenten v^, Vq, Wq notwendig gleich 
Null werden. Das ist, wie man leicht siehl^ keineswegs der Fall. 
Vielmehr ergeben sich i/q, Vq, Wq^ die allgemeinen Lösungen der 
Differentialgleichungen (105), in folgender Weise. FOr u^ gelten 
die drei Bedingungen: 

hx "' öy«~"' 02» ""■"' 

von denen die beiden letzten sich durch Differentiation der Glei- 
chungen ergeben, welche -^ und -^ enthalten. Also ist Uq von 
der Form: 

. ebenso: 

Wq= V + ViX + v^y + vxy, 

wobei die zwölf Koeffizienten A, /i, v konstant sind. Weiter ist 
nach (105): 

f^s + f^'x + V2 + vx = 0, 

^1 + f^'y + ^8 + ^'y = 0, 

Daraus: 

/=:0, iM'=0, i;' = 0, 

^9 + 1^3 = 0, ^8 + »^1 = 0, A'l + ^2 = 0. 

Mit diesen sechs Bedingungen werden die Ausdrücke (106) 
völlig identisch mit den Ausdrucken (39) für die allgemeinste un- 
endlich kleine Veränderung, die ein Körper ausführen kann, ohne 
eine Deformation zu erleiden, d. h. für eine Translation und eine 
Botation, — ein Ergebnis, das unmittelbar einleuchtend ist und 
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vorauszusehen war. Wir können daher jetzt folgenden Satz aus- 
sprechen: Durch die auf das Innere und auf die Oberfläche des 
EOrpers wirkenden äußeren Kräfte sind zwar die Yerschiebungs« 
komponenten u, Vj w nicht eindeutig bestimmt, aber die durch die 
verschiedenen Lösungen der Aufgabe dargestellten Veränderungen 
des Körpers unterscheiden sich voneinander nur um Translationen 
und Drehungen des ganzen Körpers, sie entsprechen also alle der 
nämlichen Deformation, und insofern kann man sagen, daß das 
Gleichgewichtsproblem durch die aufgestellten Gleichungen ein- 
deutig gelöst wird. Die unbestimmt bleibenden sechs Konstanten 
werden wir später, bei der Behandlung derartiger Aufgaben, ganz 
beliebig wählen, da sie uns nicht weiter interessieren. 

§ 26. Körper mit symmetrischer Struktur. Kristall- 
systeme. Die 21 Konstanten, von denen das elastische Verhalten 
eines homogenen Kristalls abhängt, lassen sich bequem übersehen, 
wenn man sie in folgendes Schema bringt: 
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(107) 



Die Werte der einzelnen Konstanten a hängen aber nicht allein 
ab von der Beschaffenheit des Kristalls, sondern außerdem im all- 
gemeinen auch noch von der Wahl des Koordinatensystems, näm- 
licb von der Orientierung der Koordinatenachsen g^enflber den 
Richtungen, welche in der Struktur des Kristalls eine ausgezeich- 
nete Bolle spielen. Das folgt unmittelbar aus der Überlegung, daß 
der Wert des elastischen Potentials jP, also der elastischen Energie, 
unmöglich von der Wahl der Koordinaten abhängen kann. Trans- 
formiert man also ii^endeine Deformation x„ x^^ "* auf ein an- 
deres Koordinatensystem xffz\ und bezeichnet die neuen Defor- 
mationskomponenten durch einen beigeffigten Strich, so ist nach (98): 

und aus dieser Identität findet man, wenn die gestrichenen Defor- 
mationskomponmten durch die ungestrichenen ausgedr&ckt werden, 
durch Gleichsetzen der einzelnen entsprechenden Glieder auf beiden 

Plsnek, ¥iiriiMft defomieriiarer Kdiper, t. Aifl. ^ 
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Seiten die Belationen zwischen den gestrichenen nnd den nnge- 
strichenen Eonstanten, welche den Beziehungen zwischen den ge- 
strichenen und den nngestrichenen Koordinaten entsprechen« Ln 
allgemeinen werden die gestrichenen Eonstanten a von den ange- 
strichenen a sämtlich oder teilweise verschieden sein. 

Wenn nun der Kristall die spezielle Eigenschaft besitzt, daß 
für eine bestimmte Änderung des Koordinatensystems sämtliche d 
den entsprechenden a gleich sind, d. h. wenn die Konstanten a 
gegenüber der Koordinatenänderung invariant sind, so sagt man, 
daß dem Kristall eine bestimmte Art von Symmetrie eigen iist 
Gibt es mehrere derartige Koordinatenänderungen, so ist die Sym- 
metrie des Kristalls eine höhere. 

Man kann jede Art von Symmetriebedingung, anstatt durch 
die Invarianz der Elastizitätskonstanten a gegenüber der betreffen- 
den Eoordinatentransformation, noch auf eine andere Weise 
aussprechen, indem man nämlich das ursprüngliche Koordinaten- 
system beibehält, dafür aber den Kristall einer derartigen Verän- 
derung unterwirft, daß er schließlich zu dem ursprünglichen 
Koordinatensystem ebenso orientiert ist, wie er nach der ersten 
Betrachtungsweise, wo er in Buhe blieb, zu dem gestrichenen 
Koordinatensystem orientiert war. Das Vorhandensein der Sym- 
metrie gibt sich dann dadurch zu erkennen, daß der Kristall nach 
Ausführung der Veränderung sich nach allen Richtungen ebenso 
verhält wie vor derselben, oder daß er, wie man sagt, durch die 
Veränderung mit sich selber zur Deckung gebracht wird. Beide 
Arten von Definitionen der Symmetrie sind offenbar vollkommen 
äquivalent, und nur verschiedene Formen derselben Sache. Für 
unsere Zwecke ist die erstere Formulierung, die Bedingung der 
Invarianz von a bei Koordinatentransformation, bequemer; wir 
wollen sie daher auch weiterhin benutzen. 

Je nach dem Grade der Symmetrie, die sie aufweisen, teilt 
man die Kristalle in verschiedene Klassen ein. Das Prinzip dieser 
Einteilung ist nach dem Gesagten nicht ein von vornherein fest- 
stehendes, durch Deduktionen eindeutig bestimmbares, sondern, wie 
jede Begriffsbestimmung, bis zu einem gewissen Grade willkürlich, 
und nur durch Zweckmäßigkeitsbetrachtungen abzuleiten. Wir 
werden uns hier der einfachen seit langer Zeit gebräuchlichen 
Einteilung in die sechs Kristallsysteme bedienen, und verwenden 
dazu als Koordinatentransformation am zweckmäßigsten eine 
Drehung des Koordinatensystems. 



Feste Körper. Allgemeines. 51 

Wenn die Elastizitätskonstanten a eines Kristalls sämtlich 
invariant sind gegenüber einer Drehnng des Koordinatensystems 

am eine Koordinatenachse yom Winkel — (oder: wenn der Kristall 

durch eine Drehnng nm den Winkel — mit sich selber znr Decknng 

gebracht wird), so nennt man diese Achse eine ,,nzählige Sym- 
metrieachse*' des Kristalls. 

Selbstverständlich ist eine Symmetrieachse nicht eine bestimmte 
Gerade, sondern nur eine bestimmte Bichtong, da alle parallelen 
Geraden vollkommen gleichwertig sind. 

Die Existenz einer einzähligen Symmetrieachse ist gar keine 
wirkliche Symmetriebedingang, da eine Drehnng nm den Winkel 
2ji das Koordinatensystem überhaupt nicht verändert. Die Kristalle, 
die nur einzählige Symmetrieachsen besitzen, bilden das letzte, 
sechste oder asymmetrisch e (trikline) System. Zu ihnen gehört 
z. B. Kupfersulfat. Ihr elastisches Verhalten hängt von 21 Kon- 
stanten ab, wie durch das Schema (107) dargestellt ist 

Wenn ein Kristall keine höhere Symmetrie als eine einzige 
2 zählige Symmetrieachse besitzt, so gehört er zam fünften oder 
monosymmetrischen (monoklinen) System, wie z. B. Glimmer 
oder kohlensaores Natron. Um die Bedingungen für das elastische 
Verhalten der Kristalle dieses Systems aufzustellen, fragen wir 
zuerst allgemein nach dem Zusammenhang der gestrichenen und 
der ungestrichenen Elastizitätskonstanten a bei einer Drehung des 

Koordinatensystems vom Winkel ^ = ^ ^""^ die z-Achae. Hierfür 

ergibt sich: 



a; = — », 


y=' — y, 


z ^»n. 


Entsprechend: 






ii'= — 1«, 


v' 1;, 


W'—Wt 


and nach (60): 






* 


y/— y,. 


^,'=«.. 


«.'= — y,» 


<— — ^*f 


X,' = ar,. 



Setzt man diese Werte in die Identität (108) ein, so folgt, daß 
von den 21 Konstanten a lä gleich sind den gleichnamigen nnge- 
strichenen a, während dagegen: 

a,4= — 0,4, 0,5 = — aji, (hA^ — ^uf «»— — *•*» 
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Diese Beziehungen gelten ganz allgemein f&r jeden EristalL 
Ist nnn die ^r-Achse eiae zweizählige Synunetrieachse, so sind 
sämtliche Orößen a invariant, und deshalb müssen alle diejenigen 
von ihnen, welche ihr Vorzeichen bei der Transformation wechseln, 
yerschwinden. Daraus folgt f&r das elastische Verhalten eines 
monosymmetrischen Kristalls nach (107) das Schema: 

(109) a^ Oij a« a,« 

Ott a^ Ose 
«88 a,« 

«44 «46 

«66 ♦ 

Wenn außer der ^r-Achse noch eine zweite Koordinatenachse, 
etwa die a^-Achse, zweizählige Symmetrieachse ist, so gelangen 
wir zum vierten oder rhombischen System, zu dessen Vertretern 
Kalisalpeter, Aragonit, Topas gehören. Ihm entspricht, wie man 
auf dem nämlichen Wege findet, das Schema: 

(110) Äa ajj Oij 

a^ a28 
Oss 

«44 

«66 
«66? 

an dessem Bau man sofort ersieht, daß in diesem Fall auch die 
dritte Koordinatenachse, also die 2/-Achse, zweizählige Synunetrie- 
achse ist. 

Von dem rhombischen System gelangen wir zum dritten oder 
tetragonalen (quadratischen) System (z. B. Zirkonium), wenn 
wir die weitere Bedingung einfuhren, daß eine der Koordinaten- 
achsen, etwa die 2^-Achse, eine yierz&hlige Symmetrieachse ist 

Für eine Drehung vom Winkel -|- um die ;3r-Achse gelten die 

Transformationsformeln : 



x—y, 




y= — X, 


/=*, 


u=v, 




»' = — «, 


u;'=M>, 


X, — Vy, 




Vy — ^«j 


«. — «a, 


y: — 


«,. 


^z *^ ^y > 


Xy X 
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Dies ergibt nach (108) fOr die neun Konstanten des rhombi- 
schen Systems die allgemeinen Beziehnngen: 

aia=aij, 0^=^13, 0^8=033, 

Sollen nun die gestrichenen a sämtlich gleich den entsprechen- 
den angestrichenen sein, so folgt: 

«11 = «2«» ^18 = ^88 > 044 = ^66 > 

und darans nach (98) für das elastische Potential eines tetragonalen 
Kristalls: 

Die Existenz einer dreizähligen oder auch einer sechszähligen 
Symmetrieachse bedingt das zweite oder hezagonale System, 
welches durch zahlreiche Kristalle wie Natronsalpeter, Kalkspat, 
Graphity Turmalin, Eis repräsentiert wird. 

Das erste oder reguläre System endlich geht aus dem tetra- 
gonalen System hervor, wenn auch eine zweite Koordinatenachse, 
und infolgedessen auch die dritte Achse, yierzählige Symmetrie- 
achse ist Der Ausdruck ffir das elastische Potential eines regu- 
lären Kristalls ergibt sich nach (111) als: 

er hängt also noch von drei Konstanten ab. Zum regulären System 
gehören u. a. Steinsalz, Flußspat, Diamant 

§ 27. Isotrope Körper. Damit ein Körper elastisch isotrop 
ist, d. h. überhaupt keine Vorzugsrichtungen besitzt, ist notwendig 
und hinreichend, daß seine Elastizitätskonstanten gegenüber jeder 
Änderung des Koordinatensystems sämtlich invariant sind, oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, daß er durch jede beliebige Drehung 
mit sich selber zur Deckung gebracht wird. Um die daraus fol- 
genden Bedingungen ffir 'die Werte der Elastizitätskonstanten fest- 
zustellen, beziehen wir am einfachsten die Deformation auf die 
Hauptdilatationen und die Bichtungen der Hauptdilatationsachsen, 
d. h. wir führen die sechs Deformationskomponenten a;^, t/y, • • • nach 
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den Gleichungen (64) znrück anf die drei Hauptdilatationen t,m^n 
und die neun Bichtungscos der Hauptdilatationsachsen Oj, ---/s, 
und setzen diese Werte in den Ausdruck (112) des elastischen 
Potentials ein. In einem isotropen Körper muß derselbe vollständig 
bestimmt sein durch die Größen Ij m, n, welches auch die Werte 
der Bichtungscos sein mögen, ^und zwar bildet er offenbar eine 
symmetrische quadratische homogene Funktion von l, m^ n. 

Der Inhalt dieser Forderung läßt sich am bequemsten flber- 
sehen, wenn wir alle symmetrischen quadratischen homogenen 
Funktionen yon l^ m, n ins Auge fassen. Es gibt deren nur zwei 
voneinander unabhängige, nämlich: 

P + m^ + n^ und Im + mn + nL 

Auf diese beiden lassen sich alle anderen zurfickfähren. So ist z. B.: 

(113) (/+m + n)2==:(? + m« + n«) + 2(Zm + wn + ni). 

Daraus folgt, daß das elastische Potential eines isotropen Körpers 
nur zwei voneinander unabhängige Konstante besitzt, also etwa 
von der Form ist: 

(114) ^==|.(i + ,n + n)« + ^(P + m« + n«), 

wobei X und fi positiv sind. 

Um nun F durch die Deformationskomponeiiten x^^ ^yt * * - aus- 
zudrücken, bedenken wir, daß, da 2, m, n die Wurzeln der kubischen 
Gleichung (62) sind: 

(115) l + fn + n = x^+ tfy + z,, 
als Koeffizient von 2*, und: 

(116) lfn + mn + nl = {yyZ^ + z,x^ + x^yy)'-^(y,^ + z^^ + x/) 
als Koefftzient von l in jener Gleichung. Daraus folgt nach (113) : 

(auch direkt durch (64) zu verifizieren) und nach (114): 

(117) J^ = Y(a:. + yy+^,)' + ^(x.^ + V + ^t^+ ^''"^t"^'^ )' 
Setzen wir noch zur Abkürzung die Yolumendilatation: 

(118) ^x + !/y + ^a = Öi 

so ergeben sich nach (97) für einen elastischen isotropen Körper 
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die Drackkomponenten in folgender Weise als bestimmt durch die 

Deformationskomponenten : 

X,— — ^ö — 2^x^, Y,= — iiy,, I 

T^^-Za-2,iyy, Z, fiz^, (119) 

Z,^ — Xö — 2(^z^, X^= — fiXy. J 

Diese Gleichnngen bilden also die zu Beginn des ersten Kapitels, 
§ 21, als notwendig bezeichnete Ergänzung der allgemeinen Be- 
wegnngsgleichungen für einen elastischen isotropen Körper. 

Zweites Kapitel. Gleichgewichtsznst&nde fester Korper. 

f 28. Wir wollen nun zunächst einige Änweo düngen der ent- 
wickelten Theorie auf statische Probleme für feste Körper machen, 
und beschränken uns dabei der Einfachheit halber auf isotrope 
Körper. Da die Massenkräfte, wie die Schwere, bei Deformationen 
fester Körper in der Regel nur eine ganz untergeordnete Bolle 
spielen, so lassen wir dieselben hier fort. Dann yereinfachen sich 
die im Innern geltenden Gleichgewichtsbedingusgen (99) zu: 

^' + '^ + ^ = 0.--, (120) 

während die Bedingungen f&r die Oberfläche des Körpers unver- 
ändert wie in (74) lauten: 

X^= X^ cos {vx) + Xy cos {vy) + X^ cos {vz),-'. (121) 

Jede Verschiebung «, t;, «;, deren aus (60) berechnete Defor- 
mationskomponenten a;^, Xy^ • • • nach (119) zu Ausdrücken der 
Druckkomponenten -X^, Xy, • • • führen, welche die GleichuDgen(i20) 
befiriedigen, stellt einen in der Natur möglichen Gleichgewichts- 
zustand dar; dabei entspricht die betreffende Deformation den- 
jenigen auf die Oberfläche des Körpers wirkenden Kräften, welche 
durch die Druckkomponenten X^, F^, Z^ in (i2i) dargestellt werden. 

Hier ist nun yon großer Wichtigkeit der in § 25 bewiesene 
Satz, daß die Deformation durch die äußeren Kräfte eindeutig 
bestimmt ist Wenn wir also eine Lösung der Gleichgewichts- 
bedingungen gefunden haben, einerlei auf welchem Wege, so können 
wir sicher sein, daß sie die einzige Lösung ist, welche den be- 
treffenden äußeren Druckkräften entspricht. In der Natur stellt 
sich nämlich gewöhnlich das Problem so, daß die äußeren Kräfte 
gegeben sind und daß nach der durch sie hervorgerufenen Defor- 
mation gefragt wird. Da ist es wegen des komplizierten Baues 
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der Gleichnngen ganz unmöglich, die Aufgabe auf dem Wege zi 
bewältigen, daß man etwa zuerst die allgemeine Lösung der Diffe- 
rentialgleichungen (120) aufstellt und dann die darin auftretenden 
unbestimmten Eonstanten aus den Grenzbedingungen (121) beorechnet 
Vielmehr geht man gewöhnlich besser yon den Orenzbedingungen 

(121) aus und sucht dann durch Probieren eine partikuläre Lösung 
yon (120) ausfindig zu machen, welche diesen Grenzbedingungen 
angepaßt ist Wenn der Versuch gelingt, so hat man „die"" Lösung 
der Aufgabe gefanden. Diese Methode werden wir im folgenden 
in der fiegel benutzen. 

§ 29. Betrachten wir zuerst die allseitig gleichförmige, soge- 
nannte kubische Kompression eines Körpers yon beliebiger 
FomL Dann wirkt auf die Oberfläche, überall in normaler Bich- 
tungy ein gegebener gleichmäßiger Druck p. Also ist: 

(122) X^ = p cos (vx) , T^=p cos {vy) , Z^=pcos{vz). 

Das sind also die gegebenen äußeren Druckkomponenten. Wir 
befriedigen offenbar die Grenzbedingungen (121), wenn wir an- 
nehmen, daß an der Oberfläche des Körpers überall: 

(123) j X,= Yy^Z,=p, 

Nun wollen wir weiter yersuchsweise annehmen, daß diese 
sechs Gleichungen nicht nur an der Oberfläche, sondern im ganzen 
Innern die Werte der Druckkomponenten darstellen. Dann werden 
auch die Gleichungen (120) befriedigt, und weiter erhalten wir 
aus (119): 

(124) p = — Xö — 2fix^, ••• y,= 0, •••, 
woraus durch Addition der drei ersten Gleichungen folgt: 

3p = _ zxö — 2(i{x^ + yy + ^z) 
und nach (118): 

(125) ^ = -3T+2ix' ^.= yy=^a^T- 
Setzen wir also: 

(126) ^ = 1"^» ^==T^» ^^T^' 

SO wird nach (60) den Gleichungen (124) Genüge geleistet, und wir 
haben die Lösung der Aufgabe vor uns. Die Verallgemeinerung, 
welche dadurch erzielt werden kann, daß man in die Ausdrücke 
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von u, Vj tu noch gewisse weitere Konstante aufnimmt, ändert nach 
§ 25 an der gefundenen Deformation nichts. 

Ein allseitiger gleichförmiger Drack von der Größe p bewirkt 
also eine allseitige gleichförmige Yolnmenkontraktion von der 
Größe (125), unabhängig von der Form des Körpers. Daher heißt 

die Konstante 3^ , g auch die „kubische Kompressibilität", und 

ihr reziproker Wert: 

^ = i + |A» (127 

der „kubische Elastizitätsmodul'' der Substanz. 

§ SO. Nach der kubischen Elastizität betrachten wir die so- 
genannte lineare Elastizität, d. h. wir untersuchen das Gleich- 
gewicht eines einseitig, etwa in der Richtung der rr- Achse, ge- 
spannten Körpers, dem wir, um die Rechnung nicht zu sehr zu 
komplizieren, die Gestalt eines der 2;- Achse parallelen Zylinders 
(Drahtes, Stabes), von der Länge /, mit beliebigem Querschnitt, 
geben wollen. Der Anfangsquerschnitt liege in der t/;gr-Ebene, also 
a: = 0, und werde dort durch irgendwelche Zwangskräfte fest- 
gehalten. Der Endquerschnitt, x^=^l^ werde von einer äußeren 
Kraft von gegebener Größe F, in der Richtung der positiven 
a> Achse wirkend, angegriffen, während auf den Mantel des Zylin- 
ders keinerlei äußere Kräfte wirken sollen. Wir fragen nach der 
eintretenden Deformation. 

Um zunächst wieder die Oberflächenbedingungen (121) zu er- 
füllen, betrachten wir zuerst die Mantelfläche des Zylinders. Hier 
ist Z^=r^=Zy=0, ferner ist cos (1^0?) = 0, während cos(i'y) 
and cos (vz) beliebige Werte haben können. Den Oberflächen- 
bedingungen wird also genfigt, wenn wir setzen: 

Xy=i;=z,= o, ry=^, = o. (128) 

Diese Werte wollen wir versuchsweise auch im ganzen Innern 
als gültig annehmen, so daß von den sechs Druckkomponenten nur 
X^ von Null verschieden ist Dann werden in der Tat die Diffe- 
rentialgleichungen (120) erfüllt, wenn wir außerdem noch X^ als 
konstant annehmen. Der Wert dieser Konstanten ergibt sich dann 
aus der Oberflächenbedingung für den freien Querschnitt x^==l; 
denn die Bedingung für den festen Querschnitt a; «= liefert nur 
die Größe der Zwangskräfte, welche den Querschnitt festhalten 
und die uns hier nicht weiter interessieren. 
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Am freien Qaerschnitt ist 

cos {vx) = — 1, cos {vy) = cos {vz) = 0, 
also nach (121) und (128): 

Da nun X^ konstant, so haben wir für die Besnltierende aller 
parallelen Druckkräfte, welche auf die Elemente des freien Quer- 
schnitts wirken: 

(129) jx^dc^ — X^^q^F, 
wenn q die Oröße des Querschnitts bezeichnet, also: 

(130) ^.= -f- 

Aus den Druckkomponenten ergeben sich nun auch die Defor- 
mationskomponenten nach (119) in folgender Weise: Zunächst ist 
wieder 

Femer erhält man aus: 

Q^Xc + liiyy, 
zunächst durch Addition: 

also 

(131) ^-3r4-2A*'7' 

und daraus: 

(iw\ ^= ^-^f* ^ .. =,_ ^ Z 

\IÖZ) a^*"= ^(3X4.2^) ' q » yy=^z— 2^(3A + 2^) ' q ' 

Mit diesen Werten bilden die Verschiebungen: 
(133) un^x^'X, v = yy'y, w = z^^z 

die yollständige Lösung der Aufgabe. 

Die gefundene Deformation ist, wie zu erwarten, mit einer 
Yolumendilatation verbunden; doch ist der Betrag dieser Dila- 
tation, wie sich aus einer Yergleichung der Ausdrücke (131) und 
(125) ergibt, bei der linearen Spannung nur der dritte Teil von 
deijenigen bei der kubischen Spannung. Was nun weiter die DUa* 
tationen der einzelnen Achsen betrifft, so ist selbstverständlich die 
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der a;-AchS6 positiv. Ihr entspricht nach (133) eine Verschiebung 
des freien Querschnitts, also eine Verlängerung des Zylinders um: 

d. h. die Verlängernng ist proportional der spannenden Kraft, pro- 
portional der Länge und umgekehrt proportional dem Querschnitt 
des Zylinders, endlich proportional einer Materialkonstanten, deren 
reziproker Wert auch als der „lineare Elastizitätsmodul" E der 
Substanz bezeichnet wird: 

g= ^(y+^^) . (135) 

Die Dilatation der Länge des Zylinders ist aber nach (132) 
verbunden mit einer Verkürzung einer jeden zur Zylinderachse 
rechtwinkligen Richtung, deren Größe sich am bequemsten über- 
sehen läßt, wenn man das Verhältnis der Querkontraktion zur 
Längendilatation bildet: 

Durch Messung beider Konstanten E und e lassen sich X und n 
berechnen und somit das gesamte elastische Verhalten der Sub- 
stanz bestimmen. 

Der Wert von € ist sehr klei^ für Kork, sehr groß, nahe dem 

Grenzwert ^ , für Kautschuk. Für Metalle und Gläser kann man 

ihn in erster Annäherung etwa gleich y annehmen, doch zeigen 

sich auch beträchtliche Unterschiede in den einzelnen Materialien. 
Der lineare Elastizitätsmodul E^ dessen Dimension nach (135) 
und (119) mit der eines Druckes übereinstimmt, besitzt für Metalle 
und Gläser die Größenordnung: 

^~^0"[S] (vgl. I. GL (8a)). (136 a) 

Von derselben Größenordnung sind daher auch die Elastizitäts- 
koeffizienten 2 und ^. 

§ Sl. Wir wollen jetzt weiter einen Fall der Torsion 
(Drillung) behandeln, und zwar wiederum für einen Zylinder von 
der Länge 7, dessen Anfangsquerschnitt, die Grundfläche des Zylin- 
ders, in der xy-Ebene (^ = 0) festgehalten werden möge, während 
der freie Endquerschnitt {z <= l) durch äußere Kräfte in seiner 
Ebene um einen gewissen Winkel gedreht wird. Der Mantel bleibe 
wiederum unbeeinflußt durch äußere Kräfte. 
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Zur Abwechslnng wollen wir diesmal den umgekehrten Weg 
gehen, indem wir nicht mit den äußeren Kräften, sondern mit der 
angenommenen Deformation beginnen, nnd nach den Kräften fragen, 
die sie heryormfen. Die Deformation möge darin bestehen, daß ein 
jeder zor xy-Ebene parallele Querschnitt des Zylinders in seiner 
Ebene ohne jegliche Verzerrung gedreht ist, um einen Winkel, der 
proportional ist der Entfernung z des Querschnitts von der Grund- 
fläche. Bedeutet also co den Drehungswinkel der oberen Endfläche, 
so ist der Drehungswinkel eines Querschnitts in der Höhe s: 

WS 

~r' 

Hieraus ergeben sich eindeutig die Werte der Verschiebungs- 
komponenten ti, t;, u;, am bequemsten durch Einführung von Zylinder- 
koordinaten: 
(136b) a; = pC0S9), y^psingo, z^=^ z. 

Denn nach dem Gesagten besitzt der materielle Punkt o;, ^, z nach 
der Deformation die Koordinaten: 

x + u = ecos(9>+ ^), 

y + i; = p sin (9) + -^] , 

z -^-w^^^z. 
Folglich, mit Bflcksicht darauf, daß q> unendlich klein ist: 



(137) « — 7^ 


(OXZ n 

1; = -|-, «; = 


und nach (60): 




f ^x — 0, 
(138) 0,0: 


«/y — 0, ^z — 0» 
Zg i y ^y "• 



Diese Deformationskomponenten liefern nach (119) die Druck- 
komponenten: 

J Z,= 0, r,= o, Z,= 0, 

(139) { fiQ)X „ ßmy Y f. 

Da diese Ausdrücke die Gleichungen (120) für das Innere 
identisch befriedigen, so folgt, daß die angenommene Deformation 
einen in der Natur möglichen Gleichgewichtszustand darstellt, der 
immer dann eintreten muß, wenn die aus (121) zu berechnenden 
Druckkräfte auf die Oberfläche des Zylinders wirken. 
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Betrachten wir zaerst die Druckkräfte anf den Mantel des 
Zylinders, die nach der von ans gemachten Annahme verschwinden. 
Da hierfür cos (1^2^) = 0, während cos {vx) und cos (vy) beliebige 
Werte haben, so folgt ans (121) mit Benutznng von (139) für alle 
Punkte des Zylindermantels: 

Z^=0, r^=0, Z^=^{f/coa{vx) — xcos{vy)y (140) 

Hieraus ersehen wir, daß die von uns angenommene Defor- 
mation nur dann yerträglich ist mit der weiteren Annahme; daß 
auf den Zylindermantel keine äußeren Kräfte wirken, wenn in allen 
Punkten der Mantelfläche: 

y cos (vx) — a? cos {vy) = . 

Dies ist eine rein geometrische Bedingung, sie spricht aus, daß 
die Richtung x:y, d. h. die Bichtung eines von irgendeinem 
Punkte der ^sr- Achse rechtwinklig zu ihr gezogenen Badiusvektors, 
zusammenfällt mit der Bichtung cos (2^0;): cos (1^^), d. L mit der 
Bichtung der Normalen v am Endpunkt des Badiusvektors, oder 
mit anderen Worten, daß der Querschnitt ein Kreis, der Zylinder 
ein Kreiszylinder ist 

Wenn wir also unsere Annahmen festhalten wollen, so sind 
wir genötigt, die weiteren Schlußfolgerungen auf den speziellen 
Fall des Kreiszylinders zu beschränken. Unter dieser Voraus- 
setzung ergibt sich dann für den äußeren Druck, der auf ein Ele- 
ment der oberen Endfläche des ZyUnders wirkt, aus (121) und (139), 

da hier 

cos(i'a;) = 0, cos (i^t/) «= , cos (1^2:) = — 1, 

x,= -^, r,= ^. z,= o, (141) 

oder nach (136 b): 

Z^=_^sin9), r.= ^cos9>, -^.= 0. 

Der äußere Druck wirkt also auf jedes Element der oberen 
freien Endfläche des Zylinders in der Ebene der Fläche und recht- 
winklig zur Bichtung des Badiusvektors q, in dem Sinne des 
Torsionswinkels a>, wie leicht zu verstehen. Alle Druckkräfte 

X^da, y^döy Z^äö, 

welche in den Elementen der Fläche angreifen, ergeben nach 
I. Gl. (306), da dö^Qdgdg)^ eine resultierende Kraft: 
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und ein resultierendes Eräftopaar: 



91, -= —fg Y,da = , 91, ^fzX,da = , 



%=f{xY,-yX,)dc, 



(142) %^f^jj(fldQd9=^^-f*=^N, 

wenn r den Radios des Zylinders bedeutet 

Daraus schließen wir umgekehrt, daß, wenn die obere End- 
fläche eines Ereisizylinders, bei festgehaltener Grundflächei yon 
einem in ihrer Ebene liegenden Kräftepaar mit dem Drehungs- 
moment N angegriffen wird, der Zylinder eine Torsion von der 
angenommenen Axt erleidet, wobei die obere Endfläche um den 
Winkel: 

gedreht wird. 

Der Torsionswinkel ist also proportional der Länge des Zy- 
linders und dem Drehungsmoment des Eräftepaares, dagegen um- 
gekehrt proportional der vierten Potenz des Radius und der 
Materialkonstanten (i^ die daher auch als der „Torsionsmodul^ der 
Substanz bezeichnet wird. 

§ 32. Wie wird denn nun aber ein Zylinder yon nichtkreis- 
förmigem, etwa elliptischem Querschnitt tordiert, wenn seine 
obere Endfläche yon demselben Eräftepaar j^ angegriffen wird, 
ohne daß auf den Mantel äußere Eräfte wirken? Auf diese nahe- 
liegende Frage wollen wir jetzt noch etwas näher eiugehen. 

Zunächst ist klar, daß für diesen allgemeineren Fall an den zu 
Anfang des yorigen Paragraphen hinsichtlich der Deformation ge- 
machten einfachen Annahmen, wonach jeder Querschnitt in seiner 
Ebene ohne jegliche Verzerrung gedreht ist, etwas geändert wer- 
den muß; denn dieselben passen, wie wir sahen, nur für einen 
Ereiszy linder. Welcher Art aber die Änderung sein muß, kann 
man einfach und zwingend auf folgendem Wege erkennen. Wenn 
jene einfache durch die Gleichungen (137) dargestellte Deformation 
für einen Zylinder mit beliebigem Querschnitt auch nicht mehr 
zutrifft, so stellt sie doch, wie wir aus der Erfüllung der Glei- 
chungen (120) für das Innere des Zylinders schlössen, einen in der 
Natur möglichen Gleichgewichtszustand yor, d. h. sie tritt mit 
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Notwendigkeit ein, falls die dazu passenden äußeren Kräfte auf die 
Zylinderoberfläche wirken. Welche äußeren Druckkräfte dann auf 
den Mantel des Zylinders wirken müssen, ersieht man ohne wei- 
teres aus den Gleichungen (140), in deren letzte man nur die durch 
die Form des Zylinderquerschnitts bedingten Werte für die Eich- 
tungscos der inneren Normalen einzusetzen hat Danach ist die 
äußere Druckkraft auf den Mantel überall parallel der ^^-Achse, 
d. h. sie wirkt nach oben oder nach unten, je nachdem Z^ positiy 
oder negativ ist 

Allgemein können wir schreiben: 

^^=ifi?.rsind, (143) 

wobei S den Winkel der äußeren Normalen in einem Punkt des 
Zylindermantels mit dem in dem betreffenden Querschnitt gelegenen 
Eadiusvektor r = "/a;* + y" bedeutet, positiv, wenn die äußere 
Normale gegen den fiadiusvektor im positiven Sinne um die ;?- Achse 
gedreht erscheint Für einen kreisförmigen Querschnitt ist natür- 
lich (f s= 0, für einen elliptischen Querschnitt aber, dessen große 
und kleine Achse bzw. mit der x- und y-Achse zusammenfällt, ist 
6 und damit auch Z^ bei positivem a>, im ersten und dritten Qua- 
dranten positiV; im zweiten und vierten Quadranten negativ. Wenn 
also ein elliptischer Zylinder der betrachteten Lage tordiert wird, 
so müssen, damit die Querschnitte sich einfach in ihren Ebenen 
drehen, auf den Zylindermantel äußere scherende Kräfte wirken, 
im ersten und dritten Quadranten nach oben, im zweiten und vierten 
Quadranten nach unten, und daraus folgt unmittelbar, daß, falls 
diese äußeren Kräfte nicht wirken, die betreffenden Punkte der 
Mantelfläche eine Verschiebung in der entgegengesetzten Rich- 
tung erfahren, wodurch die ursprünglich ebenen Flächen eingebeult 
werden, im ersten und dritten Quadranten nach unten (u^^O), in 
den beiden anderen nach oben (2<;>0). Nur diejenigen Punkte 
der Mantelfläche, in denen die Länge des Radiusvektors r beim 
Umgang um den Querschnitt ein Maximum oder Minimum annimmt 
((5aaO), also bei der EUipse die Scheitelpunkte, behalten ihre 
Höhenlage (ti; = 0), die übrigen steigen oder sinken. 

Um einen allgemeinen, von der Wahl des Koordinatensystems 
der Lage der festen Grundfläche, dem Vorzeichen von a> und der 
Richtung des auf die freie Grundfläche wirkenden äußeren Drehungs- 
moments unabhängigen Überblick über den Sinn der Verzerrung zu 
gewinnen, ist es nützlich, auf die Unterscheidung der verschiedenen 
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Arten der Schraabenlinien einzngehen. Wenn ein Punkt eine 
Schraubenlinie durchläuft, so yollfährt er gleichzeitig eine Drehung 
und eine Vorwärtsbewegung, quer zur Ebene der Drehung. W^in 
nun die Schraubenlinie derart ist, daß beim Durchlaufen der Schraube, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, beim Drehen der Schraube 
in einer festgehaltenen Mutter, die positive Achse der Drehung (L § 83) 
zusammenfällt mit der Richtung der Vorwärtsbewegung, wie z. B. 
bei einem gewöhnlichen Korkzieher, so heißt die Schraubenlinie 
eine Bechtsschraube, im anderen Fall eine Linksschraube. Bei 
dieser Unterscheidung ist es gleichgültig, in welcher Richtung der 
Punkt die Schraubenlinie durchläuft bzw. die Schraube gedreht wird. 
Denn mit dem Sinn der Drehung kehrt sich sowohl die Richtung der 
Vorwärtsbewegung als auch die der positiven Drehungsachse uol 

Betrachten wir nun, auf unseren Fall zuräckkonmiend, eine 
ursprünglich zur Torsionsachse parallele Faser des Zylinders, so 
bildet dieselbe nach vollzogener Deformation eine Sckraubenlinie. 
Andererseits bilden die Randpunkte eines ursprünglich ebenen 
Zylinderquerschnitts nach vollzogener Deformation eine Wellen- 
linie. Dann gilt ganz allgemein der Satz, daß diq'enigen Teile 
dieser Wellenlinie, welche die Minima des Radiusvektors r um- 
geben, Stücke von Schraubenlinien derselben Art sind wie die 
zuvor betrachteten Zylinderfasern; sind diese Rechtsschrauben, so 
sind es auch jene. Für die den Maxima von r benachbarten Teile 
der Wellenlinie gilt das Umgekehrta 

So bilden in dem oben betrachteten Beispiel des elliptischen 
Querschnitts bei den dort gewählten Bezeichnungen die Zylinder- 
fasern Rechtsschrauben; folglich verläuft auch die Randwellenlinie 
an den Endpunkten der kleinen Halbachse wie eine Rechtsschraube, 
d. h. sie steigt empor beim Übergang vom ersten zum zweiten und 
vom dritten zum vierten Quadranten, ganz wie schon oben fest- 
gestellt wurde. 

Zur quantitativen Lösung des Problems ist es erforderlich, auf 
die analytischen Bedingungen einzugehen. Nach den Resultaten 
der bisherigen Betrachtung liegt es für einen elliptischen Zylinder 
mit den Halbachsen a und h nahe, die Ausdrücke (137) der Ter- 
Schiebungskomponenten in folgender Weise zu verallgemeinern: 

(144) u = f-, v^-j-, w^ — Cxy, 

wo C eine positive Eonstante bedeutet; denn dieser Wert von w 
zeigt die oben gefundene Eigenschaft, im ersten und dritten Qua- 
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dranten negativ, im zweiten und vierten positiv zn sein. Hierdurch 
werden nnn in der Tat sowohl die Bedingungen (120) fttr das 
Innere, als auch die (121) für die Mantelfläche befriedigt, die 
ersteren identisch, die letzteren, wenn man setzt: 

Damit haben wir also auch für einen elliptischen Zylinder 
die vollständige Lösung des Torsionsproblems vor uns. Der Aus- 
druck (142) für das äußere Drehungsmoment N bei einem Kreis- 
zylinder veridlgemeinert sich hier nach (121) zu: 
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§ 33. Wenn eine Bewegung dauernd mit unendlich kleinen 
Deformationen verbunden sein soll, wie wir das in diesem zweiten 
Teil des Buches zur allgemeinen Voraussetzung gemacht haben, so 
darf offenbar die Bewegung keine einseitige sein, sondern sie muß 
abwechselnd in verschiedenem Sinn erfolgen; d. h. sie muß in einer 
„Schwingung^ des KOrpers bestehen, bei der die Verschiebungen 
und mit ihnen die Deformationen beständig ihr Vorzeichen wechseln. 
Wir haben es hier also mit Schwingungsvorgängen in elastischen 
festen Körpern zu tun, die wir der Einfachheit halber auch als 
isotrop voraussetzen wollen. Die hierfür maßgebenden Gesetze sind 
schon im ersten Kapitel festgestellt worden. Sie finden sich for- 
muliert in den Bewegungsgleichungen (83), die wir, mit Weglassung 
der Gravitationskräfte, folgendermaßen schreiben können: 



^bH ^ hYx bYf, bYx 
bt* bx by bz 

jLb^w bZx bZy bZg 



(147) 



bfl bx by b2 ' 

ferner in den Oberflächenbedingungen (74), und endlich in den Be- 
ziehungen (119) zwischen dem Drucktensor und dem Deformations- 
tensor für eine isotrope Substanz. 

Bei weitem die interessantesten Fälle derartiger Schwingungs- 
vorgänge beziehen sich auf solche Körper, deren Abmessungen nicht 
nach allen drei Dimensionen des Baumes von gleicher Größen- 

Planck, Heohanik deformierbarer Körper, S. Aufl. 5 
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ordnuDg sind, sondern die sich vorwiegend nnr nach zwei oder 
nur nach einer ßaumdimension erstrecken. Dies bedingt nattLrlich 
zugleich eine erhebliche Vereinfachung der Bewegongsgesetze, da 
dann die Anzahl der unabhängigen Kaumkoordinaten eine geringere 
wird. Andererseits dagegen empfiehlt es sich mit Backsicht auf 
die in der Praxis wichtigsten Schwingungsyorgänge, eine gewisse 
Verallgemeinerung in den früher aufgestellten Qleichungen yor- 
zunehmen. Wir haben nämlich damals, im § 22, die Verschiebongs- 
komponenten v, t;, w und mit ihnen die Deformationskomponenten 
yon demjenigen Zustand des EOrpers aus gerechnet, in welchem 
alle äußeren Druckkräfte Null sind. Dadurch wurden die Druck- 
komponenten homogene Funktionen der Deformationskomponenten, 
und im undeformierten Zustand waren alle Druckkomponenten gleich 
Null. In der Natur sind aber häufig gerade solche Schwingungen 
yon Interesse, bei denen diese Beschränkung aufgehoben ist Nehmen 
wir z. B. die Schwingungen einer Violinsaite, so werden naturgemäß 
die Verschiebungen u, t;, w yon demjenigen Zustand der Saite aus 
zu rechnen sein, in welchem sie sich im stabilen Gleichgewicht 
befindet. Dies ist also der deformationslose Zustand. Aber in ihm 
sind die Druckkomponenten keineswegs alle Null, sondern es herrscht 
in der Saite eine gewisse, und zwar yerhältnismäßig starke Spannung. 
Ja, diese Spannung bildet sogar eine den Charakter der Schwin- 
gungen so wesentlich bestimmende Ursache, daß der Einfluß der 
dem Material der Saite eigentümlichen Elastizitätskonstanten 2, (i 
dagegen praktisch ganz zurücktritt Denn z. B. eine Darmsaite 
würde ohne äußere Spannung überhaupt nicht schwingen. Man 
kann hier also in gewissem Sinne yon einer künstlichen, erzwungenen 
Elastizität sprechen, die gar nicht yon dem Material, sondern nur 
yon äußeren Kräften abhängt. Um diesen Verbältnissen gebührend 
Bechnung zu tragen, werden wir daher die Beziehungen (119) zwischen 
den Druckkomponenten und den Deformationskomponenten dahin 
yerallgemeinern, daß wir die Druckkomponenten zwar, wie bisher, 
als lineare, aber nicht mehr als homogene Funktionen der Defor- 
mationskomponenten betrachten und die absoluten Glieder in diesen 
Funktionen dem jeweilig zutreffenden stabilen Gleichgewichtszustand 
des Körpers anpassen. 

Dadurch führen wir, wie schon an dem obigen Beispiel her- 
yorgehoben wurde, neben den Materialkonstanten noch eine neue 
Eonstante in die Bewegungsgleichungen ein, und je nachdem der 
Einfluß der ersten oder der der zweiten Eonstanten überwiegt, 
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erbalten wir ganz verschiedenartige SchwiDgnngsTorgänge: solche 
mit natürlicher and solche mit kflnstlicher Elastizität Diese Unter- 
schiede sind praktisch so wichtig, daß sie anch im Sprachgebrauch 
yollständig voneinander getrennt werden. Von den eindimensionalen 
EOrpern schwingen „Stäbe'' mit natürlicher, „Saiten'' mit künst- 
licher Elastizität, von den zweidimensionalen schwingen „Platten", 
„Glocken'' mit natürlicher, „Membrane", „Pauken*' mit künstlicher 
Elastizität In der Akustik sind, soweit feste Körper in Betracht 
kommen, die Schwingungen mit künstlicher Elastizität weitaus die 
wichtigeren. Daher wollen wir uns hier vorwiegend mit diesen 
beschäftigen und wählen als einfachsten Fall die Schwingungen 
einer Saite, die so stark gespannt ist, daß der Einfluß der Elastizität 
des Materials, die sogenannte Steifigkeit der Saite, hinter dem der 
Spannung ganz zurücktritt. 

§ S4. Stark gespannteSaite. In der Buhelage falle die Saite, 
welche die Form eines Zylinders mit unendlich kleinem Querschnitt 
besitzen soll, mit der a;-Ach8e zusammen. Dann ist jeder Punkt 
der Saite durch einen bestimmten Wert von x charakterisiert; und 
die Bewegung der Saite ist vollständig bekannt, wenn die Ver- 
schiebungskomponenten Uj v, w als Funktionen von x und t gefunden 
sind. Zur Lösung dieser Aufgabe wollen wir vor allem die im 
vorigen Paragraphen als notwendig bezeichnete Verallgemeinerung 
der Beziehungen (119) einführen. Der Gleichgewichtszustand der 
Saite ist identisch mit dem in § 30 behandelten Gleichgewicht eines 
einseitig gespannten Zylinders, es gelten also für ihn die dortigen 
Gleichungen (128) und (130), wenn F die spannende Kraft, q den 
Querschnitt der Saite bezeichnet Diese Gleichungen geben also 
die Werte der Druckkomponenten für den deformationslosen Zu- 
stand der Saite. Daraus folgt eindeutig die gesuchte Verall- 
gemeinerung von (119) ftlr unseren Fall: 



(148) 



Die Voraussetzung, daß die Saite „stark" gespannt ist, spricht 
sich aus in der Bedingung, daß das erste, von der Spannung jP her- 
rührende Glied in dem Ausdruck von Xg. groß ist gegen jedes der 
folgenden Glieder. Andrerseits darf man F nicht etwa beliebig 
groß annehmen. Denn da c und x^ unendlich klein sind, so ist X^, 



X, f-X0-2fix,, 


Y,^—Hy„ 
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und mithin aüch — , klein gegen X nnd ß. Die Größenordnung der 

Spannung F ist also in gewisse Grenzen eingeschlossen. Bedenkt 
man aber, daß z. B. fflr Metalle die Koeffizienten X und (i nach (136 a) 

yon der Größenordnung 10^* T^ j sind, welche Größenordnung etwa 

dem Drucke yon 10000 kg auf 1 qmm entspricht, so ersieht man 
immerhin, daß für die Größe der Spannung praktisch noch ein 
yerhältnismäßig weiter Spielraum bleibt 

Stellen wir nun die Grenzbedingungen für den Mantel des 
Saitenzylinders auf. Da die Saite, abgesehen yon den beiden 
Enden, die wir uns fest eingeklemmt denken, frei schwingen soll, 
so wirken auf die Mantelfläche keinerlei äußere Druckkräfte, und 
wir haben hierfür nach (74): 

(149) X^ cos {vx) + Xy cos (vy) + Z, cos (vz) = 0, • • • 

Die Normale v der Mantelfläche kann sehr yerschiedene Ach- 
tungen haben, doch ist sie an die Bedingung gebunden, daß sie stets 
und überall einen rechten Winkel bildet mit derjenigen Baumkurye, 
welche die Saite zu irgendeiner Zeit darstellt Diese Baumkurye 
wird gebildet yon den Punkten mit den Koordinaten x + u, v^ w, 
ihre Eichtungsyerhältnisse sind also: 

d(x + u):dv:dw = {l+^^):^:^ 

und es gilt daher die Bedingung: 

Da die Deformationen unendlich klein sind, so ist hiemach 
cos (px) unendlich klein gegen die beiden anderen cos, wie leicht 
yerständlich, und man kann einfacher schreiben: 

cos {px) =s — ^ cos {py) — ^ cos {pz) . 

Setzt man diesen Wert in die drei Gleichungen (149) und be- 
denkt, daß das Verhältnis cos (t^^) : cos {pz) jeden beliebigen Wert 
haben kann, so ergeben sich, mit Vernachlässigung yon kleinen 
Gliedern zweiter Größenordnung, die Beziehungen: 

hv Fbv 



(150) 



(151) ry = o, z,^o, Zy = o. 
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Es bleibt noch übrig, auch die sechste Druckkomponente X^ bis 
auf Glieder zweiter Ordnung genau auszudrücken. Dies geschieht 
durch die Gleichungen (148), welche zunächst in Verbindung mit 
(151) liefern: 

hieraus mit Kficksicht auf (118): 

und endlich nach der ersten Gleichung (148) nebst (135): 

Z. f-^||. (152) 

Nunmehr ergeben sich die gesuchten Bewegungsgleichungen der 
Saite aus (147) mit den Werten (150), (151), (152) der Druckkom- 
ponenten in folgender Form: 

(153a) 
(153b) 
(153 c) 

Jede der Verschiebungskomponenten w, v, w? befolgt also, un- 
abhängig von den beiden anderen, ihr besonderes Gesetz, und zwar 
ist die Form dieser Gesetze für alle drei Komponenten die nämliche- 
Aber die Größe der in den Gleichungen auftretenden charakteri- 
stischen Konstante ist nicht überall die gleiche; denn für u gilt 
ein anderer Wert als für v und w. Dies rührt natürlich dayon her, 
daß die Bichtung yon u mit der Richtung der Saite zusammenfällt, 
während die Bichtungen yon v und w auf ihr senkrecht stehen. 
Daher nennt man die t^-Schwingungen ;,Longitudinalschwingungen", 
die v- und t(;-Schwingungen dagegen „Transyersalschwingungen" 
der Saite. Die Longitudinalschwingungen werden, wie man sieht, 
lediglich durch die Elastizität der Saitensubstanz bedingt, und zwar 
speziell durch den linearen Elastizitätsmodul derselben, sie sind 
unabhängig yon der Spannung, während dagegen bei den Trans- 
yersalschwingungen gerade das Umgekehrte der Fall ist. 

Für die weitere Behandlung der Schwingungsgesetze genügt 
es offenbar, eine einzige Komponente zu betrachten; da in der 
Akustik die Transyersalschwingungen weitaus wichtiger sind, so 
schließen wir die folgenden Betrachtungen an die Gleichung (153b) 





-<" = o. 








q öa^ 
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an, welche die ebenen Transyersalschwingangen in der «y-Ebene 
daxstellt. Sie l&ßt sich mit Einfuhrang der Eonstanten 

(154) a« = ^ 

in der Form schreiben: 

und liefert durch Integration v als Fanktion der beiden unabhängigen 
Variabeln x und t Hält man x konstant und läßt t sich ändern, 
so ergibt sich die Bewegung eines bestimmten Punktes der Saite; 
hält man dagegen t konstant und läßt x sich ändern, so ergibt sich 
die Form der Eurye, welche die Saite in einem bestimmten Zeit- 

punkt bildet Demgemäß bezeichnet -g^ die Beschleunigung eines 

Saitenpunktes, ^ die Krümmung der Saitenkurre, und die Glei- 
chung (155) sagt aus, daß die Beschleunigung eines jeden Saiten- 
punktes, also auch die Kraft, die auf ihn wirkt, proportional ist 
der Erämmung der Saitenkurye in diesem Punkte, wie auch leicht 
verständlich. 

§ 35. Integration der Bewegungsgleichung. Um das 
allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung (155) zu 
finden, fflhren wir statt der unabhängigen Variabein x und t als 
neue unabhängige Variable ein: 
(156) g = aj + a<, t/^x — at. 

Dann gelten für die Transformation der Differentialquotienten die 
folgenden Beziehungen: 

daraus durch Wiederholung derselben Operation: 

und auf ganz analogem Wege: 









Ersetzt man nun in der Gleichung (155) die Difierentialquotienten 
mit den unabhängigen Variabein x und t durch die mit den unab- 
hängigen Variabein g und 97, so folgt: 

bibfj ^' 
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welche Gleichung besagt, daß jj nur yon §, j- nur von t] abhängig 
ist Daher ist: 

WO f und g irgend zwei Funktionen einer einzigen Yariabeln sind. 
Oder mit Bficksicht auf (156): 

v = f(x + a{) + g{x — a{). (157) 

Dies ist das allgemeine Integral der Differentialgleichung (155). 
Daß in der Tat jene Differentialgleichung durch den Ausdruck (157) 
befriedigt wird, wie auch f und g gewählt sein mögen, erkennt 
man natflrlich auch durch direkte Substitution. Dabei ist folgendes 
zu beachten. 

Die Beschränkung, welche durch (157) dem Werte yon v auf- 
erlegt ist, und welche ihn dadurch befähigt, die Differential- 
gleichung (155) zu befriedigen, beruht darauf, daß die unabhängigen 
Variabein x und t in der Funktion /'nur in der Verbindung x + a t^ 
in der Funktion g nur in der Verbindung x — at vorkommen. 
Diese Verbindungen nennt man auch die ^ Argumente" der Funk- 
tionen f und g. Jede dieser beiden Funktionen hängt nur yon ihrem 
speziellen Argument ab. Differentiiert man also die Funktion, sei 
es nach x oder nach t, so kann man zunächst nach dem Argument 
differentiieren, und dann das Argument nach der betreffenden 
Variabein differentiieren. Auf diese Weise erhält man aus (157): 

J5 = r+fl', j^-^f-a'-g -a, (157a) 

indem mit f und g' die Differentialquotienten yon f und g nach 
ihren Argumenten bezeichnet sind. Durch Fortsetzung des Ver- 
fahrens ergibt sich: 

und diese Werte befriedigen in der Tat ganz allgemein die Diffe- 
rentialgleichung (155). 

Die spezielle Form der Funktion f oder g kann niemals aus 
der Differentialgleichung erschlossen werden, sie ergibt sich erst 
aus den Anfangsbedingungen und den Grenzbedingungen der 
schwingenden Saite. Ehe wir jedoch zur Berftcksichtigung dieser 
Bedingungen übergehen, wollen wir allgemein den besonderen 
physikalischen Charakter untersuchen, welchen der für die Verschie- 
bung t^ gefundene Ausdruck (157) der Bewegung der Saite aufprägt 
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Nehmen wir zunächst einmal den speziellen Fall, daß die eine 
der beiden Funktionen, etwa g, verschwindet, so daß 

(158) v = /"(x + af), 

so haben wir eine Bewegung der Saite, fflr welche der umstand 
charakteristisch ist, daß die Verschiebung t; sich nicht ändert, während 
X und t sich ändern, falls nur x + at konstant, bleibt, d. h. falls 

tidß 

da? + ad<==0, oder ^ = — «. 

Die letzte Gleichung bezeichnet aber eine Bewegung mit der 
Geschwindigkeit a in der Richtung der negativen x- Achse. Daraus 
folgt, daß, wenn man längs der Saite in der Eichtung der n^a- 
tiven a;- Achse mit der Geschwindigkeit a hinfährt, sei es mit dem 
Auge oder mit einem Zeigerstift, derjenige Saitenpunkt, auf den 
man dabei trifft, in dem betreffenden Augenblick immer gerade 
eine ganz bestimmte Verschiebung v besitzt. Man kann dies auch 
so ausdrücken: Eine jede Verschiebung v pflanzt sich ungeändert 
mit der Geschwindigkeit a in der Richtung der negativen o;- Achse 
fort Daher bleibt die Form der Kurve, welche die Saite in jedem 
Augenblick bildet, stets die nämliche, sie verschiebt sich nur als 
Ganzes fortwährend ,in der bezeichneten Weise. Eine derartige 
Bewegung nennt man eine „Wellenbewegung", die Geschwindigkeit 
der Verschiebung die „Fortpflanzungsgeschwindigkeit" der Welle. 
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist grundsätzlich zu unter- 
scheiden von der korpuskularen Geschwindigkeit der Saiten- 
punkte, mit der sie an sich gar nichts zu tun hat (vgl I. § 1). 
Die Form der Welle ist bestimmt durch die Funktion f, sie kann 
ganz beliebig, braucht insbesondere nicht etwa periodisch zu sein. 
Ein einfaches, sehr anschauliches Bild der Bewegung gewinnt man, 
wenn man die Funktion f auf einem Streifen Papier als Kurve 
aufzeichnet, mit dem Argument g als Abszisse und dem Werte 
von f als Ordinate, und dann diesen Papierstreifen mit der Ge- 
schwindigkeit — a längs der Saite hinzieht Dann gibt in jedem 
Augenblick die Zeichnurg direkt das Bild der Saite. Für < = 
fällt das Argument ^^^^x + at mit der Abszisse x eines Saiten- 
puuktes direkt zusammen. 

Ganz entsprechend bezeichnet die partikuläre Lösung: 

(159) v = g{x — at) 

eine Wellenbewegung mit der nämlichen Fortpflanzungsgeschwin- 
digk eit a, aber nach der positiven Seite der a:- Achse fortschreitend 
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Der allgemeine Fall (157) der Schwingnog besteht demnach in der 
Snperposition zweier, im allgemeinen verschiedener, mit der näm- 
lichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit a nach entgegengesetzten 
Richtungen fortschreitenden Wellen. Zeichnet man eine jede der 
beiden Wellen als Kurve auf einen Papierstreifen, und verschiebt 
diese Streifen längs der Saite mit den Geschwindigkeiten +a, so 
ergibt zu jeder Zeit die algebraische Summation je zweier über- 
einanderliegender Ordinaten der beiden Wellenkurven die augen- 
blickliche Verschiebung v des entsprechenden Saitenpunktes. 

Nun wollen wir untersuchen, wie die Form der beiden Wellen f 
und g durch die Anfangs- und Grenzbedingungen des Schwingungs- 
vorgangs bestimmt wird, und behandeln zu diesem Zwecke zu- 
nächst den idealen Fall einer unendlich langen Saite. 

§ 36. Saite beiderseits unbegrenzt. Wenn die Saite von 
a; = — oo bis a: = -t-oo reicht, so genügt zur vollständigen Be- 
stimmung der Bewegung die Berücksichtigung des Anfangszustandes, 
und es erübrigt sich die Betrachtung. der Grenzbedingungen. 

Gegeben seien zur Zeit < «» die Verschiebungen und die 
Geschwindigkeiten aller Saitenpunkte, also: 



Vo = P{x) und (5|) = *(a:), 



(160) 



wo F und * zwei für alle positiven und negativen Werte von x 
bekannte Funktionen bedeuten. Dies in (157) und (157 a) ein- 
gesetzt ergibt: 

nx) + g{x)^F{x), 

und durch Integration der letzten Gleichung: 



Folglich: 



X 

fix) — g(x) = ^J0ix)dx . 

e 

X 

f{x)^^F{x)+^f0{x)dx, 

C 

X 

g{x)^^F{x)-^J'P{x)dx. 



(161) 
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Durch diese Aasdrücke yon f und g sind die Formen der 
beiden Wellen und also auch die ganze Bewegung yoUkommen 
gegeben. Man hat nur in f statt x das Argument o; + a<, und 
in g das Argument x — at zu setzen. Die in der willkürlichen 
Wahl der Integrationskonstanten c liegende Unbestimmtheit ist 
nur eine scheinbare, weil in dem Werte (157) von v f und g nur 
miteinander addiert vorkommen, und eine Änderung vou 6 den 
Wert von f im entgegengesetzten Betrage ändert wie den von g. 
Wir könneu also auch unbeschadet der Allgemeinheit c:=»0 setzen. 
Betrachten wir als Beispiele einige spezielle Fälle, zunächst 
den, daß alle Anfangsgeschwindigkeiten gleich Null sind, 

wie bei einer gezupften, d. h. 
ß aus der Qleichgewichtslage ge- 

A^/^^^^^^^ j^//^ brachten und dann freigelasse- 

neu Saita In diesem Falle ist 
*(a;) = 0, also nach (161): 

^~ (162) Ax)^g{x)^\F{^x). 

'3 — > Dann sind also die beiden 

'*«• *• Wellen einander gleich, und jede 

der beiden Wellenfunktionen ist 

.Seite gleich der Hälfte des Betrages 

der Anfangsverschiebung. Hier- 

^ aus ergibt sich unmittelbar der 

^ ganze Verlauf der Bewegung. 

In der Fig. 5 stellt die oberste 

•^ — ^ Linie das Bild der Saitenkurve 

Fig. 6 a. Im Anfangszustande dar. Die 

Qleichgewichtsstörung be- 
Sdite schränkt sich hier auf einen be- 
grenzten Teil der Saite, sie mag 
. dadurch hervorgebracht sein, 

* ^ daß man die Saite in einem 

Punkte B mit einem Stäbchen 
3 — ^ zupft und gleichzeitig in zwei 
Flg. 5 b; anderen Punkten A und C zu 

beiden Seiten von B festhält 
Wird nun die Saite ohne Anfangsgeschwindigkeit freigelassen, so 
vollzieht sich ihre Schwingung in der oben beschriebenen Art, 
indem die darunter gezeichneten Bilder der einander gleichen 
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Wellenfonktionen f und g im Sinne der beiden Pfeile mit der Ge- 
schwindigkeit a längs der Saite vorbeigezogen and die übereinander- 
fallenden Ordinaten in jedem Augenblicke algebraisch addiert 
werden. Danach spaltet sich die ursprüngliche Ansbnchtong der 
Saite in zwei kongruente halb so große Ausbuchtungen, die nach 
beiden Seiten mit den Geschwindigkeiten +a auseinanderrücken, 
w&hrend dazwischen wieder Buhe eintritt, wie dies in den Figuren 
5 a und 5 b yersinnlicht ist, welche in ihrer obersten Linie das Bild 
der Saite nach Ablauf einer gewissen Zeit, in ihren beiden unteren 
Linien die Methode der Konstruktion des Bildes erkennen lassen. 
Von Periodizität ist bei diesem Vorgang keine Spur. So kehrt auch 
der ursprünglich am weitesten aus der Gleichgewichtslage ent- 
fernte Punkt B direkt in dieselbe zurück, und zwar mit konstanter 
Geschwindigkeit, und bleibt dort sofort für immer in Buhe. 

Analog erledigt sich der entgegengesetzte Fall, daß alle An- 
fangsyerschiebungen gleich Null sind, wie bei einer langen 
Elaviersaite, die an einer Stelle yon einem Hammer so plötzlich 
angeschlagen wird; daß der Stoß schon beendigt ist, ehe die ge- 
stoßenen Saitenpunkte ihre Gleichgewichtslage merklich verlassen 
haben. Dann ist nach (160): 

Fix) = 
und nach (161): 

fix) g{x)-='^j0{x)dx. (163) 



Die beiden Wellenfunktionen f und g sind also hier entgegen- 
gesetzt gleich, und eine ebenso wie bei dem oben behandelten Fall 
durchgeführte weitere Betrachtung ergibt, daß yon der Anschlag- 
stelle sich zwei entgegengesetzt gleiche Wellen nach beiden Seiten 
entfernen, während dazwischen die Saite sofort in den Buhezustand 
zurückkehrt 

Man darf aber nicht glauben, daß bei jeder Art yon Gleich- 
gewichtsstörung der Saite yon der Störungsstelle aus zwei Wellen 
nach beiden Seiten auseinanderrücken. Um dies einzusehen, wollen 
wir jetzt die Frage auf werfen: Welche Bedingung muß im An- 
fangszustand erfüllt sein, damit sich yon der Störungsstelle aus 
nur eine einzige Welle, etwa die /-WeUe, fortpflanzt? Die Ant- 
wort darauf geben die Gleichungen (161), wenn man darin ^ = 
setzt, also: 
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oder: 



X 



^£^)=.l*(x), 



dx a 



oder nach (160): 

d. h. im Anfangsznstand ist die Geschwindigkeit eines Saiten- 
punktes gleich amal der Tangente des Neigungswinkels der Saiten- 
kurve gegen die a:-Achse. 

Wenn fOr jeden Punkt der Saite diese Beziehung zwischen 
der Geschwindigkeit und der Verschiebung erfüllt ist, so ruckt die 
ganze Störung als eine einzige unveränderliche Welle nach der 
negativen :z:-Itichtung fort, wie man auch durch eine einfache 
kinematische Betrachtung einsehen kann, da ja durch die Form 
der Kurve f und durch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit a auch 
die Geschwindigkeit eines jeden Saitenpunktes unmittelbar be- 
stimmt ist. 

§ 37. Saite beiderseits begrenzt Nun behandeln wir die 
Schwingungen einer Saite von der endlichen Länge /, die in den 
Punkten o? = und x^=l festgeklemmt sein möge. Dann gelten 
natürlich auch wieder die Gleichungen (161), aber diese Gleichungen 
haben jetzt nur für diejenigen Werte von x einen Sinn, welche 
zwischen und l liegen, weil die Funktionen F{x) und *(a:), welche 
die Anfangswerte für die Verschiebungen und für die Geschwindig- 
keiten der Saitenpunkte darstellen, nur für < a? < / definiert 
sind. Zur Darstellung der Bewegung für alle Zeiten braucht man 
aber nach (157) die Werte von f und g auch für andere Werte 
ihrer Argumente, so z. B. für große positive t die Werte von f 
für große positive, die Werte von g für große negative Werte des 
Arguments. Wir müssen also die durch die Gleichungen (161) ge- 
lieferte Bestimmung von f und g noch weiter vervollständigen, und 
hierzu dient uns die an den Grenzen a: = und a? = / zu er- 
füllende Bedingung v = 0, oder nach (157): 

^^f{af)+g{-at) 
und 

= /'(i+a<)-fflf(Z-aO, 
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gültig für alle beliebigen Werte von t. Schreiben wir in diesen 
beiden Qleicimngen x an Stelle von a<, so kommt: 

Aa^) + ff(-a?) = 0, (165) 

f{i + x) + g{l—x) = 0. (166) 

Durch diese beiden, fftr alle Werte von x gültigen Gleichungen 
wird die zur Berechnung der Wellenfunktionen f und g als not- 
wendig erkannte Ergänzung geliefert. Wenn wir nämlich zunächst 
in (166) 1 + X ^n Stelle von x schreiben, so folgt: 

f(2t+x) + g{-x) = 0, 
und durch Vergleich mit (165): 

. fi2l + x)^f{x), I 

ebenso: i (167) 

g{2l + x)^g{x), J 

d. h. die Wellenfunktionen /" und jir sind beide periodisch in bezug 
auf X, mit der Periode 21. Daraus folgt nach (157) unmittelbar, 
daß auch die Bewegung der Saite periodisch ist in bezug auf die 

Zeit t. mit der Periode — . 

Wir wollen nun zunächst feststellen, wie in der Tat durch die 
Anfangsbedingungen (161) und die Grenzbedingungen (165) und (167) 
die Werte der Wellenfunktionen f und g für alle positiven und 
negativen Werte ihrer Argumente eindeutig bestimmt werden. 

Zunächst sind durch (161) f{x) und g{x) bestimmt für <a:< i 
Sodann liefern die Gleichungen (165) in der Form: 

f(x) = — g{-x) und g{x) = — f(-x) (168) 

auch die Werte von f{x) und g(x) für — i<a:<0. Denn die 
rechten Seiten dieser beiden Gleichungen sind ja für diesen Werten- 
bereich von X bekannt Dadurch sind aber f{x) und g{x) in dem 
Intervall einer ganzen Periode, nämlich von a: = — ?bisa? = + /, 
gegeben, und somit nach (167) vollständig bestimmt 

Wir wollen diese Berechnungsmethode an einem speziellen 
Beispiel durchfahren, und wählen dazu der Einfachheit halber eine 
Saitenschwingung, bei der wfänglich nur eine einzige Welle, etwa 
die /^- Welle, vorhanden ist. Es gelte also im Anfangszustand die 
Beziehung (164). Das anfängliche Bild der Saite sei etwa das in 
der Fig. 6 gezeichnete; dann wird die Wellenfunktion f{x) für 
0<x<2 durch das nämliche Bild dargestellt, während 9 (a:) in 
diesem Intervall = ist Dagegen ist für — i<cc<0 nach (168) 
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f{x) durchweg = 0, während g{x) die in der Figur gezeichnete 
Form besitzt, die man das „entgegengesetzte Spiegelbild von f{x) 
in bezug auf den Punkt a; »» 0^ nennen kann« Diese Formen 
wiederholen sich nun periodisch, wie die Fig. 6 zeigt 

Mit der Zeichnung der Wellenfunktionen f und g ist der ganze 
Ablauf der Bewegung in der bekannten Weise bestimmt Die 




trr-r 



-/ 






^PW*» 



Flg. 6. 
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^y 



iSa//e 
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^d,...C:>^ 
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'if. 




Flg. 6 b. 

Figuren 6 a und 6 b zeigen wieder in ihrer obersten Linie das 
resultierende Bild der Saite nach Ablauf einer gewissen Zeit, in 
ihren beiden unteren Linien die Art, wie sich das Bild aus/* und ^ 
zusammensetzt 

Danach yerwandelt sich die /'-Welle beim Auftreffen auf den 
festgeklemmten Endpunkt o: «= o der Saite in eine nach der ent- 
gegengesetzten Richtung fortschreitende jir-Welle, d. h. sie wird 
„reflektiert^, und zwar mit entgegengesetztem Vorzeichen. Hierauf 
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durchläuft die j|f-Welle die ganze Länge der Saite, um am anderen 
Ende, bei x = ly wiederum als /"-Welle reflektiert zu werden. Nach 

Ablauf der Zeitperiode — ist der alte Anfangszustand wieder er- 
reicht und das Spiel beginnt wieder von vorn. 

Ebenso erledigt sich der allgemeine Fall, daß am Anfang beide 
Wellen, f und g, von Null verschieden sind. 

§ 38. Analytische Darstellung periodischer Funk- 
tionen. Im vorstehenden haben wir die periodischen Wellen- 
fonktionen f{x) und g(x) in den verschiedenen Intervallen von x 
mittels verschiedener Gleichungen dargestellt: es ist aber häufig 
auch von Wert, eine Wellenfanktion f{x) in ihrem ganzen Verlauf 
von x=« — oc bis a;-=« + oc, durch einen einzigen analytischen 
Ausdruck zu bezeichnen. 

Um dies zu erreichen, suchen wir zunächst den allgemeinsten 
analytischen Ausdruck f&r eine Funktion f{x) mit der Periode 
x = 2l, oder mit anderen Worten die allgemeine Lösung der 
FunktionalgleichuDg (167). Wir gehen zu dem Zwecke aus von 
der partikulären Lösung: 

f{x) = c«*, (169) 

welche jene Gleichung offenbar dann befriedigt, wenn die Eon- 
stante a der Bedingung genfigt: 

e2'« = l. 
Daraus folgt: 

wobei n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet 
Setzen wir den sich hieraus ergebenden Wert von a in (169) ein, 
so erhalten wir durch Trennung des reellen und imaginären Teiles 
von f{x) zwei partikuläre Lösungen: 

COS -j- und sm -y , 

die wir dadurch noch weiter verallgemeinern können, daß wir sie 
mit beliebigen Konstanten A^ und B^ multiplizieren. Bilden wir 
solche Lösungen für alle möglichen Ordnungszahlen n, wobei für 
jedes n die A^ und B^ verschiedene Werte haben können, und 
addieren sie zueinander, so erhalten wir wiederum eine Lösung 
der Funktionalgleichung (167), welche, wie hier nicht näher be- 
gründet werden soll, die allgemeine Lösung bildet Man kann 
sie in folgender Form schreiben: 
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00 

. nnx 

sin-p 



(170) fix) - 4* + 2^ cos T + 2-». 

n=l n=l 

§ 

Hier sind die Glieder mit negativen n weggelassen, was, wie 
man leicht erkennt, der Allgemeinheit keinen Eintrag tut, da jedes 
Glied mit negativem n sich mit dem Glied, welches das ent- 
sprechende positive n besitzt, stets in ein einziges Glied vereinigen 
läßt. Daher vertritt jedes Glied der beiden Summen im Grunde 
zwei Glieder. Eine Sonderstellung nimmt das Glied mit n==^0 ein, 
welches nur einmal auftritt, und daher auch, wie üblich, den 

Zahlenfaktor y erhalten hat Derselbe rechtfertigt sich in der 

Tat auch durch die einfachere Bedeutung, welche die Eonstante Aq 
dann besitzt, wie sich weiter unten zeigen wird. 

Daß die Beihe (170), welche nach ihrem Entdecker die 
„Fouriersche Eeihe" genannt wird, wirklich die Periode 21 in x 
besitzt, erkennt man natürlich auch unmittelbar durch Einsetzen 
von x+ 21 statt o;, da dann sämtliche Winkel um ganze Viel- 
fache von 2jr wachsen. Da aber weiterhin jede in x mit der 
Periode 21 periodische Funktion sich durch (170) darstellen läßt, 
80 erhebt sich die Frage, wie man die Koeffizienten A und B be- 
rechnet, wenn der Verlauf der Funktion innerhalb einer Periode, 
etwa von a; =« bis x = 2 Z, irgendwie gegeben ist. 

Um diese Frage zu beantworten, denken wir uns also die 
Werte von fix) fftr 0<.x<.2l ganz beliebig gegeben, und be- 
rechnen zunächst das Integral 



22 



(171) ff{x) 



nnx j 
COS— j-dx 



fOr irgendeine positive von Null verschiedene ganzis Zahl n. Das- 
selbe besitzt nach der Voraussetzung einen bekannten vollkommen 
bestimmten Wert. 

Andererseits stellt sich das Integral (171), wenn man darin 
fix) durch die Beihe (170) ersetzt, dar als eine Summe von Inte- 
gralen, die wir jetzt einzeln berechnen wollen. Das erste, mit ^q 
multiplizierte Integral verschwindet, weil 

(172) ^ .Jcos ^ da? = 0. 
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In den folgenden Integralen treten nacheinander die Ordnungs- 
zahlen 1, 2, 3,--- n,--- auf, die im aligemeinen von der Zahl n in 
(171) YOTSchieden sind; wir wollen sie daher mit n bezeichnen. 
Wenn n von n verschieden ist, so lauten die entsprechenden beiden 
Teilintegrale jedesmal: 

A,. Tcos^-cos^dtc + Bn' rsin^.cos^da:=0. (173) 

Nur fttr die beiden Glieder, in denen n^^n ist, lauten die 
entsprechenden Integrale: 

aJcob^ ^ dx + B^Jsux^^aoH'^dx ^A^-L (174) 



Daher reduziert sich die ganze Summe von Integralen, in 
welche (171) zerfällt, auf den einzigen Ausdruck (174), und wir 

haben die Beziehung: 

n 

nnx 



A^^^jm-^fi'^'dx. 



Ganz ebenso: 



^. = TJn^ 



nnx 



(176) 





%l 
x) ' Bin—j- • ax. 



Damit sind die Koefäzienten A^ und B^ vollkommen bestimmt. 
Dm endlich A^ zu erhalten, berechnen wir aus (170): 



/ 



f{x)dx = ^-2l=^At-l, 





und 'sehen daraus, daß die Gleichungen (175) auch auf den Fall 
n — anwendbar sind. Darin liegt der Vorteil der Bezeichnung 

des konstanten Gliedes mit ^. Der Wert von Bq ist gleichgflltig, 

(ttft ^f> /w 

da der sin -j~ f ür n = verschwindet 

Aus der Art der Berechnung der Eonstanten A^ und jB» er- 
kennt man auch, daß diese Bestimmung eine eindeutige ist, d. h. 
es gibt nur eine einzige Fouriersche Beihe mit der Periode 21, 
welche innerhalb der Periode bestimmt vorgeschriebene Werte an- 

Planck, Mechanik dafonnl«Tbar«r Körper, S. Aufl. 6 
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nimmt Gäbe es nämlich noch eine zweite £eihe, etwa mit den 
Koeffizienten An nnd B'„ , so wärden anch diese Koeffizienten not- 
wendig die Gleichungen (175) befriedigen mftssen, sie wären also, 
da die Ausdrücke auf der rechten Seite der Gleichungen yorge- 
schriebene Werte besitzen, mit den Koeffizienten Ä^ und B^ 
identisch. 

Um die Leistungsfähigkeit der Fourierschen Reihe noch 
heller zu beleuchten, fahren wir die Berechnung fOr ein spezielles 
Beispiel durch. Wir wollen einmal annehmen, daß für 0<Ca;</ 
f{x) = X, während für l<x<C2l fix) = 0. Den Verlauf dieser 
Funktion stellt die Kurve in Fig. 7 dar. In den Intervallen von 




2l 



3l 



S: 



PIg. 7. 



—l bis 0, von l bis 2/, usw. fällt sie mit der Abszissenachse zu- 
sammen, während sie in den dazwischen liegenden Intervallen ein 
Stack einer Geraden bildet, welche den Koordinaten winkel halbiert. 
Daher ist die Funktion f{x) für die aj-Werte — /, /, 3/, • • • un- 
stetig, indem sie bei wachsendem x von l auf springt GFenau 
dieselben Eigenschaften besitzt die Fourier-Beihe, die sich aus 
(175) ergibt und die wir nun aufstellen wollen. Die beiden dort 
auftretenden Integrale lassen sich zerlegen in je zwei Teilinte- 
grale, das erste von bis 7, das zweite von 7 bis 2 / zu erstrecken. 

Im ersten Integral gilt f{x) = a:, im zweiten f{x) = 0, daher ist: 

/ 

j 1 C ^^35 J I /v ( 1)* 1 ? 

\ 

B,^\jx . sin ^'dx + - i=^ . /. 



während für n = sich ergibt: 



i 



A,.^ß 



l 



xdx a= •^« 
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Mit diesen Werten der Koeffizienten schreibt sich die Reihe (170): 

X) = -; j COS -T ö-i COS -7 5£~« COS -7 

^ 4 7t* / ^71* / 25»* l h76^ 

, / . nx l .^ 2nz , / .^ ^nx 

welche den Verlauf der Kurve in Fig. 7 in einem einzigen ana- 
lytischen Ausdruck zusammenfaßt 

Machen wir ein paar Stichproben. Für a: = ist f{x) = 0, 
also nach (176): 



• ■ • 



4 71« 9 71« 2571« ' 

oder: 

¥ = l+¥ + Ä + S + --- (l^') 

Fftr a: = Y ist f{x) = a: = -j, also nach (176): 

2 4 "^ 71 371 "^"571 771 "^ ' 

oder: 

Ffir x = —Y ist Z'C^) =^ ^» also nach (176): 
o = l_l + l._l.+l 

4 71 ^ 37t 5;r ^ 771 ^ 

was wiederum auf die letzte Reihe führt. 

Interessant ist das Verhalten der Fourier-Beihe (176) an 
einer Unstetigkeitsstelle, z. B. a; = l. Während der Wert der Reihe 
= X oder = ist, je nachdem sich x von kleineren oder von 
größeren Werten her dem Wert a? = / nähert, ist für a; = Z selber 
f{x) weder == l noch = 0, sondern, wie die Substitution in (176) 
ergibt: 

m = T + ^ + 9^« + 25^« + ' • • ' 

oder nach (177): 

also das arithmetische Mittel aus jenen beiden Werten. Dieser 
Satz läßt sich verallgemeinern, worauf wir aber hier nicht einzu- 
gehen brauchen. 

§ 39. Wenn speziell f(x) eine „gerade" Funktion ist, d. h. 

wenn f{—x) = f{x)^ so folgt aus (175), da die Integration von 

6* 
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bis 2? ohne weiteres durch die von —/bis +t ersetzt werden 
kann: 

i 

Ä^ = t/z^Cä:) • cos ^ . da: + y //(a;) • cos ^ • da: 

— l 

nnd für das erste dieser beiden Teilintegrale, mit Einführung der 
Integrationsvariabein a:'«= — a;: 

i 

- jjn-^') • cos ^ • dx = ]^ffix') . cos^ . dx'. 

l 

Die beiden Teilintegrale sind also einander gleich, und 

i 

(179) Ä, = t//'^^) 



Auf dem entsprechenden Wege findet man 5„ = , da dann 
die beiden Teilintegrale sich entgegengesetzt gleich sind. 

Die Entwicklung einer geraden Funktion in eine Fourier- 
Beihe mit der Periode 21 lautet also einfacher: 

-4o * ^ A «w* 

n = l 

wobei die Koeffizienten A nach (179) eindeutig bestimmt sind durch 
den Verlauf der Funktion innerhalb der halben Periode von bis l 
In der Tat ist ja jedes Qlied der Beihe, wie auch die Eonstonte Aq, 
eine gerade Funktion von x. 

Wenn dagegen f{x) eine „ungerade" Funktion ist, d. h. wenn 
f{ — x) «= — f(x\ so findet man auf dem nämlichen Wege: -4^=0, 
und: 



COS —j- ' da: . 



(180) A«) = y + 2^«>3 , , 



/ 



(181) B^ = y r^a:) • sin ^ . da:, 



so daß nun die Fourier-Beihe lautet: 

(182) A^) = 2^nSin^- 

Auch hier sind also die Koeffizienten der Beihe nach (181) ein. 
deutig bestimmt durch den Verlauf der Funktion innerhalb der 
halben Periode. 
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§ 40. Wir kehren nun wieder zurück zu dem Problem der 
Sohwingoiigeii einer Saite yon der Länge Z, und benutzen die in 
den letzten Paragraphen entwickelte Methode, um die Lösung des- 
selben, nämlich den Ausdruck der Verschiebung v als Funktion 
Ton X und <, • in eine einzige fflr alle x und t gültige Form zu- 
sammenzufassen. Nach (157) ist: 

v^=f(x + a() + g{x — ai). 

Hier läßt sich die Wellenfunktion g allgemein auf f zurflck- 
fflhren mittels der Qrenzbedingung (165), wenn man darin at — x 
statt X schreibt: 

f{at — x) + g{x — a<) = 0. 
Also: 

V = f{x H- aO — f{at — x). 

Nun ist weiter nach (167) f{x) periodisch mit der Periode 21 
Daher gelten für f{x + at) und f{at — x) die Gleichungen, welche 
sich ergeben, wenn man in (170) auf beiden Seiten einmal at + x, 
das andere Mal at — x setzt, oder: 

v^^ + ^Ä^cos^{at + x) + ^B^sm^{at + x) 

- T - ^^n^os^ (at-x) -"^BnSiJi^ (at-x). (183) 

Die Summationen sind jedesmal von n = 1 bis n «« c» zu 
erstrecken. 

Dies ist der allgemeine Ausdruck für die Transyersalschwin- 
gungen einer Saite von der Länge l Man kann ihm yerschiedene 
einfachere Formen geben, von denen eine jede ihre eigentümlichen 
Vorzüge besitzt 

Setzt man: 

A^=^C^coB»^, Bn=-C»fiin*n, (184) 

mit der näheren Bestimmung, daß C« positiv ist, und daß d-^ zwi- 
schen und 2jt liegt, so kann man schreiben: 

t;=2^iiCOs{^(a<+x) + *^|-2C.cos{^(a^-a:) + *,}. 

« = 1 n = l (j^85) 

Die allgemeinste Saitenschwingung besteht also in einer An- 
zahl von paarweise entgegengesetzt gleichen, hin und her laufenden 
einfach periodischen Wellen, den „Partialwellen" , deren jede in 
bezug auf x die Periode 
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(186) ^ = ^, 

in bezug auf t die Periode 

(18^ Ä - ^" 

besitzt Die örtliche Periode X^ nennt man die „Wellenlänge**, die 
zeitliche Periode r^ die „Schwingungsdauer** der betreffenden Welle. 
Die größtmögliche Wellenlänge (ffir n^l) ist 2 1, also die doppelte 

Saitenlänge, ihr entspricht die längste Schwingungsdauer: --. Diese 

Schwingung nennt man die „Orundschwingung" der Saite. Die 
übrigen Wellenlängen und Schwingungsdauern sind die nten Teile 
der auf die Orundschwingung bezfiglicben Größen. 
Der reziproke Wert der Schwingungsdauer: 

(t88) Ä -="-=?? 

bezeichnet die Anzahl der Schwingungen in der Zeiteinheit und 
heißt daher die „Schwingungszabl** der betreffenden Wella Wellen- 
länge, Schwingungsdauer und Schwingungszahl stehen nach den 
letzten drei Gleichungen stets in folgendem Zusammenhang: 

(189) ^ = X^v^ = a. 

Mit Einführung der Wellenlängen und der Schwingungszeiten 
lautet die Gleichung (185): 

(190) v = 2 ^« cos {(^ + ^) 2 JT + *,) 

n = i 



-2^nC0B{(^-j)2.+ (^.} 



nsl 



Der ganze durch die geschweifte Klammer bezeichnete Winkel 
heißt die „Phase** der betreffenden Welle (I. § 12), die Konstante K 
die „Phasenkonstante**. 

Der Ausdruck yon v vereinfacht sich erheblich, wenn man in 
(183) oder in (190) die zu einer jeden Ordnungszahl n gehörigen 
Glieder in ein einziges Glied zusammenfaßt Dann folgt aus (183): 

OD 

(191) t; = — 2 ^[il„ sm — ^ jB„ cos — ^- j sin ~|- • 

n = l 
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Diese Form der Schwingniigsgleichuiig eignet sich am besten 
dazu, um die Werte der Koeffizienten Ä^ und B^ aus dem An- 
fangszustand der Saite zu bestimmen. Ffir < = ist nämlich nach 
(160) und (191): 



Vo = Fix)~2^B^sm'^, 



n = l 

OD 

nnx 
n^ sm 

n = l 



(192) 



OD 



Die Aufgabe, Ä^ und B^ zu bestimmen, läuft also darauf 
hinaus, die beiden gegebenen Funktionen F{x) und ^(x) in 
Fouriersche sin-Beihen zu entwickeln. Das ist aber, wie die 
Gleichungen (181) und (182) zeigen, stets auf eine einzige Art 
möglich, da die zu entwickelnden Funktionen gerade innerhalb 
einer halben Periode der Beihe, von x^=^0 bis o; = /, gegeben 
sind. Man hat nur in (182) statt f{^) F{x) bzw. *(a;), statt B^ 2B^ 

9 n/z 

bzw. p nAf^ gesetzt zu denken. Dann ergibt sich aus (181): 

2B^= \JF{xy sin^ • dx, 



- ^nA^= ^j*{xy sin^ • dx, 



(193) 





und hierdurch sind die Eoefftzienten A^ und J?,| für alle Werte 
von n bestimmt 

Andererseits folgt aus (185) dturch Vereinigung je zweier ent- 
sprechender Partialwellen: 

t; = _22C?^8in(^ + *„).8in^. (194) 

n = l 

•ji = r2i ^^n cos (— p^ + *„j • Sin -p . .(195) 

n = l 

In dieser Form erscheint die Saitenschwingung als zusammen- 
gesetzt aus einer Anzahl von Partialschwingungen, deren jede sich 
darstellt als die Zusammenfassung der beiden in entgegengesetzter 
Bichtung laufenden Partialwellen der nämlichen Ordnungszahl, und 
die daher, im Gegensatz zu den „fortschreitenden'' Wellen, als 
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„stehende'' Welle bezeichnet wird. Betrachten wir einmal eine 
einzelne dieser stehenden Wellen, etwa die mit der Ordnungszahl n : 

= _ 2 C^sin (ixv^t + »J sin ^. 

Sie stellt fUr sich allein eine mögliche Schwingung der Saite 
vor; denn sie erfftllt, wie man ersieht, fftr a;=0 und für a: = Z die 
Grenzbedingung t; <== 0. Ihre Eigentümlichkeit ist, daß alle Punkte 
der Saite die nämliche Phase besitzen; denn der die Zeit t ent- 
haltende Phasenwinkel hängt nicht, wie bei der fortschreitenden 
Welle, von x ab. Daher gehen z. B. sämtliche Saitenpunkte gleich- 
zeitig durch ihre Gleichgewichtslage t; = und erreichen gleich- 
zeitig ihre größte Elongation. Das Bild der Saite ist jederzeit eine 
sin-Kurve, und die Bewegung jedes Punktes eine sin-Schwingung, 
deren Amplitude periodisch von Punkt zu Punkt sich ändert In 
den Punkten 

(196a) a: — 0, -, ^, ~, ...^?^/, i 

ist die Schwingungsamplitude Null. Diese Punkte heißen daher die 
„Schwingungsknoten''. Sie teilen die Saitenlänge in n gleiche 

Strecken von der Größe —, deren jede nach (186) gleich der halben 

Wellenlänge X^ der entsprechenden fortschreitenden Welle ist Bei 
der Grundschwingung (n «= 1) sind die beiden Endpunkte der Saite 
die einzigen Knotenpunkte, bei der zweiten Partialschwingung (n = 2) 
liegt ein Knotenpunkt in der Mitte der Saite, usw. Zwischen je zwei 
Knotenpunkten erfolgen die Schwingungen, und zwar in je zwei 
benachbarten Abschnitten nach entgegengesetzten Seiten. Die 
Maxima der Schwingungsamplituden liegen in der Mitte zwischen 
den Knoten und heißen die „Bäuche" der Schwingung. Die Grund- 
schwingung besitzt nui" einen einzigen Bauch; ebenso ist für jede 
andere Partialschwingung die Anzahl der Bäuche gleich der Ord- 



Pig. 8. 



nungszahl n der Schwingung. Fig. 8 versinnlicht das Bild der 
Saite mit den Kichtungen der Geschwindigkeiten für n = 3. 
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§ 41. Die Darstellung einer Saitenschwingung in der Form (194) 
einer Summe von einfach periodischen Schwingungen besitzt aber 
außer dem formal-mathematischen auch ein hervorragend physi- 
kalisches und physiologisches Interesse, durch ihre Bedeutung für 
die Akustik. Wenn nämlich die Schwingungen der Saite von der 
Luft aufgenommen und durch ihre Vermittlung dem Ohre, speziell 
dem Trommelfell, zugeführt werden, so reagiert das Gehörorgan 
auf jedes einzelne Glied (196) jener Summe, also auf jede einfach 
periodische Schwingung, mit einer besonderen Empfindung: der des 
entsprechenden „Partialtons''. Die Schwingungszahl v^ bestimmt 
die Höhe des Tones, die Amplitudenkonstante C^ die Stärke des- 
selben, während d^^gegen die Phasenkonstante i^„ keinerlei akustische 
Bedeutung besitzt Dem, was man in der Akustik als Qualität 
des Tones oder als Klangfarbe bezeichnet, entspricht nach den 
grundlegenden Untersuchungen von Helmholtz kein spezifisches 
physikalisches Attribut. Vielmehr läßt sich die Klangfarbe einer 
tönenden Saite stets zurückführen auf die Größenverhältnisse, mit 
denen die Amplituden C^ der einzelnen Partialtöne in der 
Schwingung auftreten, und die natürlich sehr wesentlich davon ab- 
hängen, in welcher Weise die Saite angeregt worden ist. Je zahl- 
reicher und stärker die höheren Partialtöne auftreten, desto schärfer 
und schriller wird im allgemeinen der Klang, während der Grund- 
ton (n = 1) oder auch ein einzelner Partialton für sich alleine 
weich und leer klingt 

Durch diese ihnen eigentümlichen akustischen Wirkungen ge- 
winnen die Partialschwingungen, und damit die einzelnen Glieder 
der Fouri ersehen Reihe einer Welle, auch in physikalischer Hin- 
sicht eine selbständige Bedeutung, und man ist daher leicht geneigt, 
ihnen auch schon in der Saitenschwingung selber, sowie in der 
durch die Saitenschwingung angeregten Luftwelle, ganz unabhängig 
von dem Gehörorgan, eine individuelle Existenz zuzuschreiben. 
Doch darf man nicht vergessen, daß eine derartige Vorstellung zwar 
zulässig und in hohem Grade zweckmäßig, aber keineswegs not- 
wendig ist Denn so lange man nur die Saitenschwingung und die 
Luftwelle ins Auge faßt, wird die Abhängigkeit der Verschiebung v 
eines materiellen Punktes von den unabhängigen Variabein x und t 
und damit sämtliche Eigentümlichkeiten des physikalischen Vorgangs 
durch eine einzige Funktion vollständig dargestellt, und es ist nicht 
ohne Willkür möglich, diese Funktion noch weiter in einzelne 
Bestandteile zu zerlegen. Die Partialtöne sind also nicht etwa schon 
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in der Saitenschwingung oder in der Loftwelle alB etwas Keales 
enthalten, sondern sie werden erst im Gehörorgan einzeln aus- 
gesondert 

Der Gehörnerv ist aber nicht nur empfindlich für die absolnte 
Größe einer Schwingnngszahl, sondern er reagiert anch in besonders 
charakteristischer Weise auf das Verhältnis der Schwingnngszahlen 
zweier gleichzeitig anf ihn treffender Tonwellen, indem er deren 
Znsanunenklang dann als passend, harmonisch, konsonant empfindet, 
wenn dies Verhältnis ein einfaches rationales ist, d. h. dnrch den 
Quotienten zweier kleiner ganzen Zahlen dargestellt werden kann. 
Auf die absolnte Höhe der beiden Töne kommt es dabei gar nicht 
an. Daher mißt man in der Akustik den Abstand zweier verschiedener 
Töne, das musikalische „Intervall*', nicht nach der Differenz, sondern 
nach dem Verhältnis der Schwingungszahlen, oder, was dasselbe 
bedeutet, nach der Differenz ihrer Logarithmen. Je einfacher dies 
Verhältnis ist, um so vollkommener ist die Konsonanz. Da nun 
nach (188) die Schwingungszahlen v^ der Partialtöne einer schwin- 
genden Saite sich verhalten wie die Beihe der Ordnungszahlen 
1:2:3:4:--, SO sind die Töne von kleinerer Ordnungszahl mit 
dem Grundton und auch miteinander konsonant und werden daher 
auch als „harmonische Obertöne^ bezeichnet 

Das einfachste Intervall ist, abgesehen von dem „Einklang^ 1:1, 
das Verhältnis 2 : 1, oder die „Oktave*". Hier ist der Zusammen- 
klang der beiden Töne ein so vollkommener, daß sie oft zu einer 
einzigen Empfindung verschmelzen und dann selbst von geäbten 
Ohren nur schwer oder gar nicht voneinander unterschieden werden 
können. Danach kommt das Verhältnis 3:2, oder die „Quinte*", 
dann 4:3, oder die „Quarte^. Eine Quinte und eine Quarte geben 
zusammen eine Oktave. Denn 

Allgemein nennt man ein Intervall, welches ein anderes Inter- 
vall zu einer Oktave ergänzt, die „ümkehrung" desselben. Daher ist 
die Quarte die ümkehrung der Quinte. Weiter kommt das Ver- 
hältnis 5:4, oder die „große Terz", und ihre Umkehrung 8:5, die 
„kleine Sexte*'; sodann das Verhältnis 6:5, oder die „kleine Terz", 
und ihre Umkehrung 5 : 3, die „große Sexte''. Damit ist die Zahl 
der gewöhnlich als konsonant bezeichneten Intervalle erschöpft, 
soweit man sich auf Intervalle beschränkt, die innerhalb einer 
Oktave liegen, also <2 sind. Größere Intervalle fährt man ge- 
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wohnlich durch Division mit einer ganzen Potenz von 2 auf solche 
<2 zurück. 

Zur Bezeichnung der Töne teilt man zunächst den ganzen 
Tonbereich in Oktaven ein, indem man von einem willkürlich durch 
allgemeine Übereinkunft festgesetzten Normalton ausgeht: nach der 
Pariser Stimmung dem Ton i^o^^ 261» d^ni eingestrichenen c\ welches 
für die Männer- und die Frauenstimme, sowie für die wichtigsten 
Instrumente bequem erreichbar ist, und von da mit Oktavenschritten 
einerseits hinaufgeht bis zum fünfgestrichenen c'" : v = 261 • 2*, 
andererseits hinabgeht zum kleinen c, großen 0, Kontra C^ und 
Subkontra Cn : i' = 261 • 2-*. Schallwellen, deren Schwingungszahlen 
jenseits der angegebenen Grenzen liegen, lösen keine Tonempfindung 
mehr aus, sondern wirken höchstens mechanisch auf das Ohr, in 
der Höhe stechend, in der Tiefe schwirrend. Den Tonbezirk zwischen 
dem eingestrichenen c und dem zweigestrichenen c' nennt man die 
eingestrichene Oktave, und ebenso trägt jeder andere Oktavenbezirk 
den Namen desjenigen c, welches ihn nach unten begrenzt. Alle 
Töne, welche sich nur durch Oktaven unterscheiden, werden mit 
dem nämlichen Buchstaben bezeichnet, und die Lage der Oktave 
auf dieselbe Weise kenntlich gemacht wie oben bei den verschie- 
denen e. 

So besitzt eine Saite mit dem Qrundton (tiefste Gellosaite) 
die folgenden harmonischen Obertöne: 

n = 123456789 10 ••• 
Partialton C e g c e g c d" e" 

Die Obertöne n = 7, 11, 13, 14, • • • werden in der modernen 
Musik nicht benutzt und daher auch nicht besonders bezeichnet Daß 
aber doch die sogenannte natürliche Septime 7 : 4 der kleinen Septime 
9:5, der sie am nächsten liegt, an Wohlklang gelegentlich über- 
legen ist, empfindet man aufs deutlichste, sobald man In die Lage 
kommt, diese beiden Intervalle unter passenden Umständen im 
Gehör miteinander zu vergleichen. Ohne Zweifel beruht auch die 
wichtige EoUe, welche der sog. Dominantseptimakkord (Qrundton, 
große Terz, Quint, kleine Septime) in der Musik spielt^ auf dem 
Umstand, daß die Intervalle dieses Akkordes nahezu durch die 
Verhältnisse 4:5:6:7 dargestellt werden. . 

f 42. Die konsonanten Intervalle bilden die Grundlage aUer 
praktischen Musik. Von diesem Naturgesetz wird sich die Kunst 
niemals ungestraft entfernen können. Die Gesamtheit aller Töne, 
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welche man, von einem Normalton pq ausgehend, durch Fortschreiten 
nach gewissen konsonanten Intervallen erreichen kann, bilden ein 
natürliches Tonsystem. Die Schwingungszahlen der zu einem be- 
stimmten Tonsystem gehörigen Töne lassen sich durch einen einzigen 
einfachen mathematischen Ausdruck darstellen. Beschränkt man sich 
auf Oktayenschritte, so sind die Schwingungszahlen von der Form: 

(197) j^ = 1/0-2*, 

wobei n irgendeine ganze, positive oder negative, Zahl bedeutet 
Diese Töne unterscheiden sich nur durch Oktaven von dem Normalton, 
sie stellen also keine für die praktische Musik ausreichende Mannig- 
faltigkeit vor. Läßt man dagegen auch Quinten zu, so erhält man 
Töne von den Schwingungszahlen: 

(198) p=rp^.2^'iP, 

wo p ebenfalls eine ganze positive oder negative Zahl bezeichnet 
Alle Töne, deren Schwingungszahlen in der Form (198) darstellbar 
sind, bilden das pythagoräische Tonsystem. Dasselbe umfaßt 
praktisch genommen sämtliche reproduzierbare Töne und daher auch 
sämtliche Intervalle; denn jede beliebige Zahl läßt sich, wenn auch 
nicht genau, so doch mit jeder gewünschten Annäherung, durch (198) 
darstellen. So wird ?. B. die große Terz 5:4 schon mit einiger- 
maßen brauchbarer Annäherung gewonnen durch vier Quinten- 
schritte aufwärts und zwei Oktavenschritte abwärts, also durch 

das Intervall (y) ' (y) "^64» ^® sogenannte pythagoräische Terz, 

welche etwas größer ist als die natürliche Terz. Der Unterschied 

81 4 51 

dieser beiden Terzen beträgt gi'y^gö' ^^ sogenanntes „syn- 

tonisches Komma''. Durch Vermehrung der Anzahl Quinten und 
Oktaven läßt sich natürlich ein noch besserer Anschluß erzielen. 
Absolut genommen ist es allerdings unmöglich, selbst bei noch so 
großer Häufung der Schritte, jemals das Intervall einer natürlichen 
Terz durch Quinten und Oktaven zu erreichen, und insofern hat 
das pythagoräische Tonsystem etwas Unbefriedigendes. Besser 
entspricht dem theoretischen Bedürfnis das durch Terzenschritte 
bereicherte Tonsystem 

(199) i; = i;o-2»».3P-5^, 

welches in der Tat für die Musik lange Zeit hindurch die Grund- 
lage abgegeben hat 

Jedoch auch diesem System, wie überhaupt allen natürlichen 
Tonsystemen, haftet der praktisch schwer wiegende Übelstand an, 
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daß jedes derselben streng genonunen eine unbegrenzte Anzahl von 
Tönen umfaßt, während die praktische Musik, besonders seit der 
Eintährung der Instrumente mit festen Tönen (Orgel, Klavier) mit 
einer endlichen, nicht zu zahlreichen Menge von Tönen auskommen 
muß. Bricht man aber das Tonsystem bei bestimmten Orenzwerten 
der Zahlen n, p, $, also nach einer bestimmten Anzahl yon Inter- 
vallen, willkürlich ab, so werden dadurch die Töne an den Grenzen 
benachteiligt, da es unmöglich ist, yon ihnen aus weiter fortzu- 
schreiten, während doch gerade eine unbeschränkte Modulations- 
fähigkeit ein Hauptbedürfnis der neueren Musik bildet Dieser 
Übelstand wurde auf die Dauer so unerträglich, daß man sich ent- 
schlossen hat, einer radikalen Hebung desselben die absolute Bein- 
heit des natürlichen Tonsystems zu opfern und die konsonanten 
Intervalle ein wenig abzuändern, zu „temperieren". Unter allen 
künstlichen Tonsystemen hat sich das sogenannte zwölfstufige 
temperierte System seit seiner Einführung durch Joh. Seb. Bach 
als das weitaus brauchbarste durchgesetzt In diesem System sind 
alle Oktaven, als die wichtigsten Konsonanzen, absolut rein, die 
Quinten dagegen sind temperiert, wobei von dem Umstand ausge- 

-^j , nahezu gleich sind sieben 

Oktaven, also 2''. Der Unterschied beträgt [-^j • \^j =ca.^, ein 

sogenanntes „pythagoräisches Komma**. Wenn man nun alle diese 
zwölf Quinten gleichmäßig verkleinert, und zwar soweit, daß sie 
miteinander genau sieben Oktaven ergeben, so erhält man für das 
Intervall x einer temperierten Quinte die Bedingungsgleichung 

a:"-(yf=l (200) 

oder: 

a; = 21*= 1,498. 

Der Unterschied zwischen einer reinen und einer temperierten 
Quinte beträgt demnach nur: 

1,5 : 1,498 = ca. g, 

und ist selbst für das geübteste Ohr nicht direkt wahrnehmbar. 

Verlegt man die zwölf Töne, zu denen man durch die zwölf 
temperierten Quintenschritte gelangt, durch passende Oktaven- 
schritte in einen gemeinsamen Oktavenbezirk, etwa in die kleine 
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Oktaye, yon c bis c\ so wird derselbe in zwölf gleiche Interyalle 
geteilt, nach dem Schema: 

20 2" 2** 2^' 2^^ 2^* 2^* 2^^ 2^* 2'* 2" 2^* 2^" 

c ols = des d dia-es e f fls^ges g gis = Bs a ala^b h o' 

and die dadurch bestimmten Töne bilden das temperierte System, 
welches sich nun in jeder Oktave genau in derselben Weise 
wiederholt 

Das Intervall je zweier benachbarter Töne ist der temperierte 
Halbton: 

21««= 1,0595. 

Die temperierte große Terz besteht aus vier Halbtönen; sie 
ist größer als die natürliche Terz, nämlich um: 

»y^ 4 ^. 126 

aber kleiner als die pythagoräische Terz, da das letztbereclmete 

81 

Intervall den Betrag eines syntonischen Kommas gg nicht erreicht 

In der Theorie der konsonanten Intervalle hat sich ein wohl- 
begreifliches Widerstreben, der absoluten Anpassung an die Natur 
bewußt zu entsagen, manchmal in Angriffen gegen die temperierte 
Stimmung und in der Forderung einer Eiickkehr zur natürlichen 
Stimmung Luft gemacht. Demgegenüber ist zu bedenken, daß die 
Frage der Berechtigung einer Stimmung in der praktischen Musik 
nicht vor das Forum der Wissenschaft gehört. In der Kunst aber 
entscheiden nicht theoretische Gründe, sondern einzig und allein die 
tatsächliche ästhetische Wirkung. Daher wird dasjenige Tonsystem 
stets den ersten Platz einnehmen, welches über die wirksamsten 
künstlerischen Ausdrücksmittel verfügt So wird auch die natürliche 
Stimmung ihre praktische Bedeutung erst dann wiedergewinnen 
können, wenn einmal ein Meister ersteht, der in der Sprache der 
natürlichen Stimmung mehr und Eindringlicheres zu sagen weiß, 
als man in einer anderen Stimmung auszudrücken vermag. 

f 43. Von der Abschweifung in das Gebiet der Kunst wollen 
wir uns nun wieder der allgemeinen Akustik zuwenden, und richten 
unsere Aufmerksamkeit zunächst einmal auf die merkwürdige Tat- 
sache, daß das Ohr, indem es aus einer auftreffenden Klangwelle 
die einzelnen Partialtöne heraushört, im Grunde genau dasselbe 
vollbringt was der Mathematiker tut, wenn er aus einer ihm 
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vorgelegten periodischen, im flbrigen aber beliebig komplizierten 
Funktion nach den Gleichungen (175) mittels der dort vor- 
geschriebenen Integrationen die einzelnen Koeffizienten A^ und B^ 
der entsprechenden Fourierschen Reihe berechnet. Denn die 
Beize, auf die der Gehörnerv reagiert, sind bis in alle ihre 
Einzelheiten vollständig enthalten in der Art, wie das Trommel- 
fell durch die ankommende Luftwelle erregt wird, sie werden also 
vollständig erschöpfend dargestellt durch eine einzige Funktion 
der Zeit /(Q, welche die jeweilige Verschiebung des Trommelfells 
aus seiner Gleichgewichtslage angibt, und im Ohr wird mit der 
Zerlegung des Klanges in seine Partialtöne zugleich die Darstellung 
von fit) als Fouriersche Reihe vollzogen. Von dieser ans Wunder- 
bare grenzenden Leistungsfähigkeit des Gehörorgans macht man 
sich einen Begriff, wenn man bedenkt, daß das geübte Ohr eines 
Dirigenten in der Klangmasse einer Chormusik mit Orchester 
nicht nur die Töne und Klangfarben der einzelnen Instrumente, 
sondern auch die einzelnen Buchstaben der gesungenen Worte zu 
unterscheiden vermag. In dieser Beziehung ist das Ohr dem Auge 
unendlich überlegen. Denn eine Farbe: weiß, grfin, blau, empfinden 
wir immer als etwas Einheitliches und sind durchaus nicht im- 
stande, unmittelbar anzugeben, ob und wie sich diese Farbe 
physikalisch aus anderen Farben zusammensetzt. 

Es erhebt sich nun für uns die fundamentale Frage: Wie 
vermag das Ohr solche Leistungen zu vollbringen, und welche 
physikalischen Vorgänge liegen der Zerlegung eines Klanges in 
seine Partialtöne zugrunde? Eine Antwort hierauf hat Helmholtz 
gegeben, indem er von der Annahme ausging, daß mit dem sub- 
jektiven Vorgang: der Empfindung eines bestimmten Partialtones 
von der Schwingungszahl v, jedesmal ein bestimmter objektiver 
Vorgang: die pendelartige Schwingung eines gewissen elemen- 
taren materiellen Gebildes im inneren Ohr mit der nämlichen 
Schwingungszahl v, verbunden ist, und umgekehrt Soviele ver- 
schiedene Partialtöne das Gehör zu empfinden vermag, ebensoviele 
verschiedene derartige Elementarpendel befinden sich, wie die 
Saiten einer Harfe nebeneinander gereiht, im Innern des Ohres. 
Wenn nun das Trommelfell durch eine ankommende Luftwelle zu 
Schwingungen f{t) angeregt wird, so wird der Partialton v gehört 
oder nicht, je nachdem dasjenige Elementarpendel, welchem die 
Schwingungszahl v eigen ist, durch die Erschütterung des Trommel- 
fells in merkliche Schwingungen versetzt wird oder nicht Die 
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Frage, ob in einer Klangwelle f{f) der Partialton v enthalten ist, 
läuft also im Grunde darauf hinaus, ob eine Kraft yon der Größe 

f{t) ein Pendel von der Schwingungsperiode t = — in merkliche 

Schwingungen zu versetzen vermag. Diese Frage findet nun aber 
ihre exakte Beantwortung in der allgemeinen Mechanik, und zwar 
in folgender Weise: 

Ein Pendel von bestimmter Schwingungsperiode t = — wird 

nach I. § 13 dargestellt durch einen materiellen Punkt, der um 
eine stabile Gleichgewichtslage o; = kleine Schwingungen aus- 
fuhrt Wenn die Schwingungen durch einen einmaligen Anstoß 
verursacht sind, im übrigen aber ohne äußere Störung verlaufen, 
so erfolgen sie nach der Bewegungsgleichung: 

(201) m^ = — 4tjt^mt^x, 

welche sich aus I. (15) ergibt, wenn man darin die Eonstante c 
durch die Schwingungszahl v ersetzt, nach der Beziehung: 

(202) 2jrl/^ =^ = V- 

In diesem Fall führt das Pendel „freie** Schwingungen aus, 
deren Periode t daher auch als die „Eigenperiode" des Pendels 
bezeichnet wird. 

Wenn aber noch eine äußere Kraft f{{) auf das Pendel wirkt, 
so vollführt es „erzwungene** Schwingungen, nach Maßgabe der 
Bewegungsgleichung : 

(203) m ^ = — Ax^mv^x + f{{) . 

Berechnen wir die erzwungenen Schwingungen zunächst ein- 
mal für den speziellen Fall, daß die äußere Kraft f{{) einfach 
periodisch ist, also von der Form: 

(204) f{t) = C cos {2jtvt + d) , 

unter der weiteren Annahme, daß im Anfangszustand f&r < =« 
das Pendel in seiner Gleichgewichtslage ruht, also x «> und 

dx f. 



Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung: 

dt* 



(205) w ^ + Ax^mv^x = (7 cos {23tvt + i^) 
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ist von der Fonn: 

a: = a cos {ixvt + »q) + ß cos {2jtpt + ») . (206) 

Setzt man nämlich diesen Ausdruck Ton x in (205) ein, so 
reduziert sicli die linke Gleichungsseite auf die Glieder mit ß, 
und es ergibt sich: 

ß = A t ?% — ^ , (207) 

Während a und d-^ ganz unbestimmt bleiben und daher die beiden 
Integrationskonstimten darstellen. Paßt man ihre Werte dem 
Anfangszustande an und setzt sie dann nebst dem Wert yon ß 
in (206) ein, so ergibt sich die gesuchte Pendelschwingung: 

|— cos*cos2:7ri'/+ ySin*sin2jri;/ + cos(2jri;'< + *)|. (208) 

Das Pendel wird also aus seiner Buhelage in eine Bewegung 
versetzt, die im allgemeinen aus Schwingungen von zwei ver- 
schiedenen Perioden besteht, deren Schwingungszahlen v und v 
der Eigenschwingung und der äußeren erregenden Schwingung 
entsprechen. 

Eine Ausnahme jedoch bildet der Fall, daß die Periode der 
erregenden Schwingung übereinstimmt mit der der Eigenschwin- 
gung, also daß v == v. Dann nimmt nämlich der Ausdruck (208) 

zunächst die Form -^ an, und man gelangt zu dem wahren Wert 

desselben, wenn man v =^v -^ Av setzt, dann Zähler und Nenner 
nach Potenzen von Av entwickelt und schließlich zur Grenze 
Ji? == übei^eht: 

^ • i^xvt sin {Ijtvt + d) — sin 2jtvt sin ö-j . (209) 

Natürlich kann man sich auch hinterher leicht direkt über- 
zeugen, daß in der Tat der Ausdruck (209) sowohl die Anfangs- 
bedingungen als auch die Differentialgleichung (205) für v ^=^ v 
befriedigt. 

Diese Bewegung des Pendels ist nun, wogen des Faktors t vor 
dem sin, total verschieden von der durch (208) dargestellten, nicht 
nur nach ihrem Gesetz, sondern sogar nach der Größenordnung. 
Denn sie besteht nicht aus periodischen Schwingungen, sondern sie 
wächst mit der Zeit ins Unendliche. Daraus folgt, daß eine äußere 
periodische Kraft von noch so kleiner Amplitude (7, wenn ihre Periode 

Plavek, Medbanlk deformterbarer Körper, 9. Anfl. 7 



Sti*?»»'* 



98 n. Teil. 3. Kapitel 

nur übereinstimmt mit der Eigenperiode des Pendels, im Laufe 
der Zeit eine größere Wirkung hervorbringt als eine beliebig groß 
angenommene Kraft yon- irgendeiner anderen Periode. Man sagt 
dann, daß die erregende KrafI; sich mit dem Pendel in Resonanz 
befindet Die Eesonanz liefert die Erklärung für zahlreiche auf- 
fallende Naturerscheinungen, selbstverständlich nicht allein im 
Gebiet der Akustik. Wenn eine schwache Luftwelle die Zinken 
einer großen Stimmgabel zum Tönen bringt, oder wenn ein kleiner 
Knabe eine zentnerschwere Kirchenglocke in kräftige Schwingungen 
versetzt, oder wenn eine starke Brücke durch taktmäßige Schritte 
von Passanten in gefährliche Schwankungen gerät, so sind dies 
alles Wirkungen der Resonanz, und es liegt sehr nahe, anzunehmen, 
daß, wie in der Akustik und Elektrodynamik, so auch in der 
Chemie, ja sogar in der Biologie die Heftigkeit vieler Reaktionen 
im Grunde auf Resonanz zurückzufuhren ist 

Nehmen wir nun allgemeiner an, daß die das Pendel erregende 
Kraft nicht einfach periodisch ist, sondern sich aus einer Reihe 
von einfach periodischen Schwingungen zusammensetzt, also etwa 
durch eine Fouriersche Reihe ausgedrückt wird, wodurch, wie wir 
wissen, zugleich der allgemeinste Fall- dargestellt wird, so werden 
die Schwingungen des Pendels im Laufe der Zeit ins Unendliche 
Avachsen oder nicht, je nachdem in der Fouri er sehen Reihe ein Glied 
mit der Eigenschwingung des Pendels enthalten ist oder nicht Auf 
die Größe des Koeffizienten dieses Gliedes im Verhältnis zu den 
anderen Gliedern der Fourier-Reihe kommt es dabei gar nicht an. 
Das Pendel zeigt also durch die Art, wie es auf die erregende 
Schwingung reagiert, das Vorhandensein des entsprechenden Gliedes 
in der Fourierschen Reihe an, es dient durch seine Resonanz zu 
einer Analysierung der Reihe, und wird daher auch als „Resonator" 
bezeichnet Ein Resonator spricht nur auf diejenige Schwingung 
merklich an, welche seiner Eigenperiode entspricht, die Wirkung 
ist daher eine auswählende, „selektive". Durch die Resonanzwirkung 
erhalten die Glieder einer Fourierschen Reihe auch einzeln eine 
physikalische Bedeutung, während bisher nur ihre Summe physi- 
kalisch zu definieren war. 

Gehen wir nun noch etwas näher auf den quantitativen Zu- 
sammenhang zwischen der erregenden Kraft f{t) und der Energie 
der durch sie bewirkten Schwingung des Resonators ein. Wir 
betrachten den Vorgang während eines gewissen Zeitintervalls, 
und nehmen die erregende Kraft f{t) so schwach an, daß während 
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dieses Zeitintervalls das Pendel nahezu wie ein freies, d. h. periodisch, 
schwingt. Dann ist für ein Zeltelement dt die Änderung der 
Schwingnngsenergie IJ (kinetische und potentielle Energie zusammen- 
genommen) nach L (393): 

oder: 

dE=^f{t).^.dt. 

Also die Energieänderung in der Zeit von t hiB f: 

ir-E=^fm-^.dt. (210) 

t 

Je nachdem nun die Pendelausschläge x während des betrach- 
teten Zeitintervalls durch cos ijtvt oder durch siii2jtvt dargestellt 

werden, wird -^ proportional sin 27t vt oder cosijcvt, und das 

Integral (210) nimmt genau dieselben Formen an wie die Integrale 
(175), welche zur Berechnung der Koeffizienten der Fourierschen 
Beihe für die Funktion f{t) dienen, nur daß die Integrationsvariable 
dort mit x und hier mit t bezeichnet ist. Denken wir uns also 
eine große Beihe solcher Resonatorenpendel mit passenden Schwin- 
gungsperioden und Schwingungsphasen nebeneinander aufgestellt 
und alle gleichzeitig der nämlichen erregenden Kraft f{t) aus- 
gesetzt, so zeigt jedes Pendel durch die Energie seiner Schwingung 
die Größe des entsprechenden Koeffizienten in der Fourierschen 
Reihenentwicklung von f{t) an, und dieser Vorgang ist nach 
Helmholtz im Grunde identisch mit demjenigen, welcher sich im 
Ohre vollzieht, wenn jede auf eine bestimmte Schwingungszahl 
ansprechende Gehörfaser durch Resonanzwirkung ihren Ton aus 
den Schwingungen des Trommelfells aufnimmt und an den 
Empfindungsnerven weitergibt. 

Wir erkennen daraus, daß nicht nur, wie zu Beginn dieses 
Paragraphen ausgeführt wurde, das Gehör dieselbe Zei*legung der 
Schallwelle vollzieht, welche der Verwandlung dieser Welle in 
eine Summe einfach periodischer Wellen entspricht, sondern daß 
die Natur sich dabei auch der nämlichen Methode bedient wie die 
Mathematik. Denn die letzte Gleichung (210) ist geradezu eine 
mechanische Illustration der mathematischen Definition der Reihen- 
koeffizienten in (175). Mit dieser Erkenntnis ist die Fähigkeit 
des Ohres, einen Klang in seine Teiltöne zu zerlegen, auch physi- 
kalisch vollkommen verständlich geworden. 
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Eine andere prinzipiell wichtige Frage ist die nach einer 
Erkläxnng für die eigent&mliche Klangwirkung der konsonanten 
Interyalle. Auch hier hat Heimholt z eine Theorie entwickelt, 
nach welcher der Begriff der Eonsouanz nicht etwa einem gewissen 
unbewußten Wohlgefallen mystischer Herkunft entstammt, welches 
der Gehörnerv an dem Auftreten einfacher rationaler Zahlen- 
verhältnisse besitzt, sondern daß hier auch ganz bestimmte reale, 
physikalisch definierbare Umstände maßgebend sind, die im Falle 
der Konsonanz Behagen, im Falle der Dissonanz Unbehagen be- 
wirken. Eine kurze Besprechung derselben werden wir besser 
im nächsten Kapitel yornehmen, in welchem von den akustischen 
Luftwellen die Rede sein soll (§ 46). 

Yiertes Kapitel. SchwingungSTorgSiige in Flflssigkeiten 

und Oasen. 

§ 44. Unter den isotropen vollkommen elastischen (§ 21) 
Körpern sind die Flüssigkeiten und Gase als ein spezieller Fall 
dadurch ausgezeichnet, daß für sie die drei Hauptdrucke (§ 20) 
einander gleich sind, woraus folgt, daß auf jedes Flächenelement 
ein senkrechter, von der Orientierung des Flächenelements unab- 
hängiger Druck Xp = Yy = Z^ = j? wirkt, positiv, wenn der Körper 
auf Kompression in Anspruch genommen wird. Da die Tangential- 
drucke verschwinden, so verschwindet auch die Elastizitätskonstante 
\i in den Gleichungen (119), und der Druck ist allein vom Volumen 
abhängig, bzw. von der Dichtigkeit 'k\ 

(211) P = A*). 

Die Form der Funktion f hängt ab von der Natur des Körpers. 
Bei den tropfbaren Flüssigkeiten ist p außerordentlich stark mit i 
veränderlich, so daß man für diese besser Ic als Funktion von ^ 
darstellt. Den Grenzfall bilden die inkompressibeln Flüssigkeiten, 
für die l konstant ist. Näheres über die Form von/" werden wir 
später, bei der Behandlung endlicher Deformationen (§ 56), be- 
sprechen. 

Wenn wir im Interesse der Allgemeinheit die folgenden 
Untersuchungen sowohl auf tropfbare Flüssigkeiten als auch auf 
Gase erstrecken, so empfiehlt es sich, von einer Erweiterung der 
Gleichungen (119) Gebrauch zu machen, die wir schon im § 33 
einführten, indem wir im deformationslosen Zustand (a =» 0) den 
Druck p nicht gleich Null, sondern etwa gleich po annehmen, da 
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ein Gas im stabilen Gleichgewicht immer einen endlichen Drack 

besitzt Dann gehen die sechs Gleichungen (119) über in die einzige 

Gleichung: 

p=po — ?,o. (212) 

Der Elastizitätskoeffizient X ist bedingt dorch die Eompressi- 
bUität, da 

■~^ ^ (213) 



und läßt sich für jeden Zustand der Sabstanz berechnen, wenn 
die Funktion f in (211) gegeben ist Denn da die Masse eines 
Eörperelements yom Volumen dV unveränderlich ist, so gilt ffir 
eine unendlich kleine Yolumendilatation ö die Beziehung: 

dV'k = dV{l + a)'{Jc + dh), (213a) 

also: 

dk 



und aus (213): 



^ = -^T 



Die Bewegungsgleichungen wollen wir, da der flüssige und 
gasförmige Zustand sich als eine Spezialisierung des festen auf- 
fassen läßt, unmittelbar denen für feste Körper entnehmen und 
dabei auch wieder die Gravitationskräfte fortlassen. Dann ergibt 
sich aus (147) und (212): 

« 

^hfi~^}ix' ^■ö?~'^5^' ^ö?"^^'5i 

oder in Vektorform, wenn man noch die Eonstante 

i = ?, = «« (215) 

setzt: 

•q = a«.gradö. (216) 

Unterwerfen wir diese Gleichung der Vektoroperation rot (§ 13), 
so folgt mit Berücksichtigung von (65): 

= 0, 

und durch zweimalige Integration dieser Gleichung nach t: 

0==Ci< + c,, 

d. h. die Eomponenten §, ij, g der Drehung eines Massenteilchens 
sind lineare Funktionen der Zeit; die Drehung wird also, wenn 
der Vektor t^ nicht Null ist, mit der Zeit ins Unendliche wachsen. 
Da wir nun hier uns mit unendlich kleinen Schwingungen um die 
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Gleichgewichtslage beschäftigen wollen und daher anch eine zeit* 
lieh konstante Drehong für uns kein Interesse hat, so beschränken 
wir uns auf die Betrachtung des Falles, daß beide Eonstanten c^ 
und. c« verschwinden, mithin: 

(217) = rot q = . 

Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung ist: 

(218) q = — grad (p , 

wo (p irgendeine skalare Funktion des Ortes und der Zeit bedeutet 
Da diese Funktion zu dem Yerschiebungsyektor q in der nämlichen 
Beziehung steht wie nach I. (121) das Potential U zu dem Eraft- 
vektor % so kann man tp auch als das „Yerschiebungspotential'' 
bezeichnen. Die Existenz eines Verschiebungspotentials ist also 
gleichbedeutend damit, daß bei der Verschiebung keine Drehungen 
vorkonmien. In der Größe (p des Verschiebungspotentials bleibt, 
wie man aus (218) sieht, eine additive Zeitfunktion physikalisch 
ganz bedeutungslos und daher nur durch eine willkürliche Fest- 
setzung definierbar. 

Wenn das Verschiebungspotential tp als Funktion von x, y, z^ t 
bekannt ist, so folgen daraus eindeutig alle Einzelheiten der Be- 
wegung. Zunächst erhält man nämlich aus (218) für die Geschwin- 
digkeit: 

(219) q =^ — grad ip . 

Also auch die Geschwindigkeit hat ein Potential: das „Ge- 
schwindigkeitspotential". Ferner folgt für die Volumendilatation 
aus (66): 

(220) ö = div q = — div grad 9 = — Jg? , 

und für die Druckschwankung aus (212): 

(221) p — Pq== — Xo ^ X ' Aq>, 

Die ganze Aufgabe reduziert sich daher darauf, das Ver- 
schiebungspotential q> zu finden. Hierzu dient die aus den Be- 
wegungsgleichungen .(216) folgende Differentialgleichung: 

grad 9 = a* . grad A^ . 
welche nach den drei Eoordinatenrichtungen integriert lautet: 

(222) g) = a». Jg>. 

Eine dabei auftretende Integrationskonstante kann nur von 
der Zeit allein abhängen, sie darf daher als physikalisch bedeu- 
tungslos ohne weiteres weggelassen werden. 
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Die Gleichung (222), welche, wie man sich leicht durch DiflTe- 
rentiieren fiberzeugt, nicht nur für das Verschiebungspotential 9), 
sondern auch für jede Komponente der Verschiebung und der Ge- 
schwindigkeit, sowie auch für die Volumendilatation a und für den 
Druck p gilt, stellt eine Verallgemeinerung der Gleichung (155) 
für die Schwingungen einer gespannten Saite vor, und wird daher 
auch als räumliche „Wellengleichung^ bezeichnet. Die Eonstante a 
spielt dabei natürlich wieder die Rolle der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit. Doch sind die hier zu betrachtenden Wellen in- 
sofern grundverschieden yon denen bei einer transversal schwingenden 
Saite, als hier nicht Drehungen, sondern Dichtigkeits- und Druck- 
änderungen es sind, welche die elastischen Wirkungen bedingen. 

Wie schon bei den Problemen der Statik (§ 28) betont wurde, 
interessiert uns vom physikalischen Standpunkt aus stets weniger 
die allgemeine Lösung der charakteristischen Differentialgleichung, 
als vielmehr solche partikuläre Lösungen, welche gewissen wichtigen 
Vorgängen in der Natur möglichst angepaßt sind. Wir betrachten 
im folgenden einige derselben. 

§45. Die einfachste partikuläre Lösung der Difierentialgleichung 
(222) liefert der spezielle Fall, daß die Funktion 9 nur von einer 
einzigen Raumvariabeb, etwa x, abhängt. Dann reduziert sich 
die Gleichung (222) auf die einfache Form (155) und stellt daher 
zwei Wellen vor, welche mit der Geschwindigkeit a nach den 
Eichtungen der positiven und der negativen a;- Achse fortschreiten. 
Da der physikalische Zustand aller in einer zur o;- Achse senkrechten 
Ebene gelegenen materiellen Teilchen jederzeit der nämliche ist 9 
so heißen diese Wellen ebene Wellen, und jede Ebene x = const 
eine „Wellenebene", die darauf senkrechte Richtung x die „Wellen- 
normale". Die Form der Wellen wird durch den Anfangszustand 
und die Grenzbedingungen bestimmt. Da das Verschiebungspotential 
g> außer von der Zeit ntir von x abhängt, so ist von den drei Ver- 
schiebungskomponenten nur u von Null verschieden, die Schwin- 
gungen erfolgen also in der Richtung der Fortpflanzung, und die 
Wellen sind, im Gegensatz zu den im vorigen Kapitel behandelten 
transversalen Saitenschwingungen, longitudinal. 

Ebene Wellen lassen sich annähernd verwirklichen u. a da- 
durch, daß man die Flüssigkeit oder das Gas, etwa Luft, in ein 
langes zylindrisches hinreichend enges Rohr einschließt. Dann 
dient das Rohr als „Pfeife", die normalen Querschnitte sind die 
Wellenebenen, und die Luftschwingungen erfolgen lediglich in der 
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Längsrichtung, die wir zur a> Achse machen, nach denselben Ge* 
setzen, die wir oben bei den Saitenschwingongen kennen gelernt 
haben. Daher erübrigt es sich, hier auf die Einzelheiten näher 
einzugehen. Nur die EinfOhrung der Grenzbedingungen erfordert 
noch eine besondere Besprechung. Das Ende einer Pfeife kann 
offen oder geschlossen sein. Im letzteren Falle ist dort t^ = 0, 
weil die Luft weder in die Gefäßwand eindringen, noch sich von 
ihr entfernen kann. Diese Grenzbedingung entspricht also ganz 
der am Ende einer festgeklemmten Saite. Im ersten Fall aber 
ist in dem offenen Endquerscbnitt nach dem Prinzip von Wirkung 
uhd Gegenwirkung der Druck p der in der Pfeife schwingenden 
Luft auf die äußere atmosphärische Luft gleich dem Druck der 
Atmosphäre auf die Luft in der Pfeife, also konstant <=Po, d. h« 
(; "» , oder die Dichtigkeit ist zeitlich konstant. Danach ergeben 
sich eindeutig die Gesetze fUr die Luftschwingungen in offenen 
und gedackten Pfeifen. Ist zunächst die Pfeife an beiden Enden 
geschlossen, so haben wir, wie in § 40, stehende Schwingungen 
in der Form (194), wo nur u statt v gesetzt zu denken ist Die 
Anregung der Schwingungen kann etwa durch eine äußere Er- 
schütterung oder durch ein kleines Anblaseloch erfolgen. An jedem 
Ende der Pfeife befindet sich ein Knotenpunkt der Verschiebung u 
und der Geschwindigkeit ü. Die Lage der übrigen Knotenpunkte 
bei der nten Partialschwingung ist in (196 a) dargestellt. In der 
Mitte zwischen zwei benachbarten Knoten befindet sich ein 
Schwingungsbauch. Fragen wir nun nach der Yolumendilatation, 
so ergibt sich hierfür aus (194): 

00 

(223) <J = 57 = ^J2i^^*» ^^^ l~T~ + N * ^^® "T" 



n 



Man ersieht daraus, daß die Volumendilatation, und mit ihr 
die Druckschwankung, an beiden Enden der Pfeife einen Bauch 
besitzt, und daß die Knotenpunkte der Volumendilatation: a = 0, 
d. h. diejenigen Stellen, wo Dichtigkeit und Druck der Luft dauernd 
konstant sind, gerade in den Bäuchen der Verschiebung und der 
Geschwindigkeit liegen, mitten zwischen den Knotenpunkten 
derselben. 

Denkt man sich nun die schwingende Pfeife in einem solchen 
Knotenpunkt der Dilatation d «= durchgeschnitten und die Ö&ung 
mit der freien Atmosphäre kommunizierend, so wird dadurch der 
Verlauf der Schwingungen in keinem der beiden Pfeifenteile gestört, 
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weil ja die oben aufgestellte Grenzbedingang in der Öffnung erfüllt 
ist Daraus ergibt sich das Gesetz für die Schwingungen in einer 
offenen oder teilweise offenen Pfeifa Ist die Pfeife beiderseits 
offen, 80 besitzt die Volumendilatation an jedem Ende einen 
Knoten, die Verschiebung einen Bauch. Die Keihe der Partialtöne 
ist ganz dieselbe wie bei einer beiderseits geschlossenen Pfeife 
oder bei einer beiderseits festgeklemmten Saite, es haben nur die 
Knoten und die Bäuche ihre Bollen yertauscht. Bei der Grund- 
schwingung besitzt also o einen einzigen Bauch, u einen einzigen 
Knoten in der Mitte der Pfeife. 

Wesentlich anders aber, wird das Gesetz der Teiltöne in 
einer gedackten Pfeife, die einerseits geschlossen, andererseits 
offen ist. Hier besitzt die Verschiebung u am einen Ende einen 
Ejioten, am anderen Ende einen Bauch. Daher hat in dieser Pfeife 
die Grundschwingung im Innern weder Knoten noch Bäuche, viel- 
mehr ist bei der Grundschwingung die ganze Länge der Pfeife 
gleich dem Abstand zwischen Knoten und Bauch, d. h. gleich der 
Hälfte des Abstandes zweier benachbarter Knoten in einer längeren 
Pfeife, wenn sie die nämliche stehende Schwingung ausführt. Eine 
gedackte Pfeife besitzt also dieselbe Grundschwingung wie eine 
beiderseits offene oder eine beiderseits geschlossene Pfeife yon 
doppelter Länge, und bei den Oberschwingungen der gedackten 
Pfeife umfaßt die Pfeifenlänge immer ein ungerades Vielfaches 
des Abstandes zwischen Knoten und Bauch, woraus folgt, daß die 
Schwingungszahlen der Partialtöne sich verhalten wie die unge- 
raden ganzen Zahlen 1:3:5:7:---' 

§ 46. Auch im freien Luftraum werden ebene Wellen annähernd 
verwirklicht, wenn die Schallwelle einen verhältnismäßig kleinen 
Raum einnimmt und der Aufpunkt (I. § 35) hinreichend weit von 
der Schallquelle entfernt ist. Dann stellt die Entfernung x des 
Aufpunktes von der Schallquelle die Wellennormale dar, und für 

einen einfachen Ton mit der Schwingungszahl v = — und der 

Wellenlänge X haben wir, ebenso wie in (190), als partikuläre 
Lösung von (222): 

^ = C cos {2 jr {vt — -J) + ^) , (224) 

wo zwischen r, t und X die Beziehungen (189) gelten. Durch 
Addition mehrerer solcher partikulärer Lösungen erhalten wir 
eine allgemeinere Lösung, welche dem Falle entspricht, daß mehrere 
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Tonwellen ans der nämlichen Richtung gleichzeitig das Ohr treffen. 
Von besonderem Interesse ist hier der Fall, daß zwei Töne von 
gleicher Intensität und nur wenig verschiedenen Schwingungszahlen 
V und V zusammenwirken. Dann haben wir für die Schwingung 
in einem Punkte, den wir der Einfachheit halber zum Koordinaten- 
anfangspunkt o; «= machen: 

9? = Ccos {2j€vt + ^) + C cos {2jtvt + *'), 
oder: 

(225) g> = 2C COS (2;r • ?^< +^^) ' ^os [2jt . *1±-^: < + ^jtil) . 

Denken wir uns nun v — v klein gegen v^ so ändert sich in 

(225) der erste cos nur langsam mit der Zeit, und es vergehen viele 
Schwingungen der Einzeltöne, ehe sein Wert merklich wechselt. 
Daher wirkt die Schwingung (225) auf das Ohr ebenso wie die 
einer einzigen Tonwelle von der veränderlichen Amplitude: 

(226) C, = 2C cos (2jt • "^ t + ^^) 

und der Schwingungszahl ^^-y^, dem arithmetischen Mittel aus 

den Schwingungszahlen der Einzeltöne. Was man hört, ist also 
ein bestimmter Ton, dessen Intensität langsam und periodisch 
zwischen Null und einem Maximum hin und her schwankt. Diese 
Intensitätsschwankungen heißen die „Schwebungen" der beiden 
zusammentreffenden Einzeltöne, ihre Maxima die „Stöße'' der 
Schwebungen. Die Häufigkeit der Schwebungen wird durch die 
Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Null werten von C^ be- 
stimmt, ihre Anzahl beträgt also v—v in der Zeiteinheit Je 
näher die Einzeltöne einander liegen, desto langsamer und deut- 
licher unterscheidbar werden die Schwebungen, rücken die Töne 
auseinander, so häufen und verwischen sie sich; daher liefern die 
Schwebungen ein aasgezeichnetes Mittel, um die Abweichung nicht 
nur zweier einfacher nahezu gleicher Töne voneinander, sondern 
auch zweier nahezu in Konsonanz befindlicher musikalischer Töne 
von der vollkommenen Konsonanz mit dem Ohre zu prüfen. Denn 
auch bei zwei nahezu konsonanten musikalischen Tönen (Klängen) 
entstehen Schwebungen, zwar nicht der Grundtöne, wohl aber 
einzelner Paare der in den Klängen enthaltenen Partialtöne. So 
schwebt z. B. bei einer verstimmten Oktave der erste Oberton des 
tieferen Klanges mit dem GFrundton des höheren Klanges, bei einer 
verstimmten Quinte der zweite Oberton des tieferen Klanges mit 
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dem ersten Oberton des höheren Klanges. Daher ist es auch ver- 
hältnismäßig sehr yiel leichter, ein Instrument im natürlichen Ton- 
system einzustimmen, als im temperierten Tonsystem. 

Diese Schwebungen sind es nun auch nach Helmholtz, welche 
dem Gegensatz der Konsonanz und der Dissonanz die physikalische 
Grundlage geben. Denn.es ist eine für alle Sinnesorgane zutreffende 
Tatsache, daß intermittierende Beize, bei gewisser Häufigkeit, auf- 
dringlich, ermüdend, unangenehm wirken. Man denke z. B. an 
das Lesen bei flackernder Beleuchtung, oder an gewisse Formen 
der Lichtreklame. Ebenso leidet der Gehörnerv bei knarrenden, 
rasselnden, tremolierenden Klängen, falls die Häufigkeitszahl der 
Aufeinanderfolge eine gewisse Höhe erreicht Wird diese merklich 
äberschritten, so ist das Ohr nicht mehr imstande, die einzelnen 
Stöße zu unterscheiden, und das Unbehaglichkeitsgefühl Brlischt; 
werden andrerseits die Schwebungen sehr langsam, so vermag das 
Ohr dem Auf- und Abschwellen der Klangstärke leichter zu folgen 
und empfindet den Augenblick, wo das Intervall zweier sich all- 
mählich einander immer mehr annähernder Töne in den Einklang 
übergeht, und die Schwebungen imoier seltener werden, bis sie sich 
schließlich ganz in die Unendlichkeit verlieren, als eine Erleichterung, 
ja manchmal direkt als eine Art Erlösung. 

Wie mit dem Einklang zweier Töne, so ist es nun nach den 
vorigen Erörterungen auch mit dem Zusammentreffen der Obertöne 
zweier konsonanter Klänge, und das Unbehagen beim Anhören 
eines dissonanten, wie auch die Befriedigung beim Anhören eines 
konsonanten Intervalls, läßt sich daher ebenfalls mit dem Auftreten 
bzw. Verschwinden von störenden Schwebungen in Zusammenhang 
bringen. Nach dieser Auffassung erscheint die in der Konsonanz 
begründete Harmonie ihres mystischen Charakters entkleidet und 
die besondere Art der entsprechenden Gehörsempflndung auf physi- 
kalisch-physiologische Vorgänge zurückgeführt 

§ 47. Eine weitere verhältnismäßig einfache Lösung der 
Wellengleichung (222) ergibt sich, wenn wir annehmen, daß das 
Verschiebungspotential q> außer von der Zeit t nur von der Ent- 
fernung r = y x'^+yi^-\- z^ des Aufpunktes (a;, j/, z) vom Koordi- 
natenanfangspunkt abhängt. Dann wird nach I. (110): 

bx ör bx or r 

h^g> ^^^ O- ^ ^ öy x* 
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und entsprechende Ausdrücke ergeben sich fELr -^ und ^. Da- 
durch verwandelt sich Jgo in: 

(227) J^ = g + |^^ = f£(r<p) 

und die Wellengleichung (222) läßt sich schreiben: 

sie besitzt also ganz die Form (155) und liefert daher als allge- 
meine Lösung nach (157): 

(229) rg> = f{r + at) + g (r—at) . 

Das sind zwei Kugelwellen, yon denen die erste nach innen, 
die zweite nach außen mit der Geschwindigkeit a fortschreitet. 
Doch ist es hier nicht, wie bei ebenen Wellen, das Verschiebungs- 
potential selber, was sich ungeändert fortpflanzt, sondern dessen 
Produkt mit r. 

Betrachten wir zuerst als Beispiel eine nach außen fort- 
schreitende Kugelwelle, setzen also /'=0. Dann wird: 

(230) cp = l.g{r--at). 

Damit die Wellenfunktion g endlich ist, muß 9 für r = un- 
endlich groß werden; der Anfangspunkt ist also ein singulärer 
Punkt dieser Welle. Daher muß bei der Realisierung der Welle 
der Anfangspunkt aus dem Bereich der schwingenden Flüssigkeit 
(Luft) ausgeschlossen werden; in der Tat befindet sich ja dort die 
Schallquelle. Man denke sich z. B. als Schallquelle eine rings von 
Flüssigkeit umgebene Kugel aus irgendeiner festen elastischen 
Substanz, deren Volumen sich vermittelst eines inneren Mechanismus 
nach irgendeinem Gesetz abwechselnd vergrößert und verkleinert, 
— eine sogenannt« „pulsiereDde* Kugel. Dieselbe überträgt ihre 
Schwingungen auf die unmittelbar angrenzende Flüssigkeit, und 
durch diese Grenzbedingung ist die Form der Wellenfunktion g 
bestimmt, da sich auch andrerseits aus dem Verschiebungspotential 
nach (218) und (230) die Größe der Verschiebung q an der Grenze 
ergibt. Die Verschiebung erfolgt in radialer Richtung, daher sind 
diese Kugelwellen longitudinal; die Größe der Verschiebung nimmt 
mit wachsender Entfernung von der Schallquelle ab. 
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Eine VerallgemeineruDg der partikulären Lösung (230) der 
Wellengleichung (222) erhält man durch Addition mehrerer solcher 
Lesungen, also durch den Ausdruck des Verschiebungspotentials: 

9> = T-9iiri-af) + ^g^ {U—af) + • • - • (231) 

^0 ^11 Tii ' ' * d^^ Entfernungen des Au^unktes von gewissen 
festen Zentren, g^^ g2, • - * irgendwelche Funktionen eines einzigen 
Arguments bedeuten. Diese Bewegung der Flüssigkeit wird erzeugt 
durch das Zusammenwirken verschiedener nach beliebigen Gesetzen 
in ihr pulsierenden Kugeln, falls die Kugeln so weit yoneinander 
entfernt sind, daß man von den Störungen absehen kann, welche 
die Grenzbedingungen an der Oberfläche einer Kugel durch die 
von den andern Kugeln ausgehenden Wellen erleiden. Nehmen 
wir speziell nur zwei Kugeln und setzen ö'i=ö'2=fl^? so ergibt sich: 

<P = ^9(ri-af) + ^g{r^-at). (232) 

Dieser Fall läßt noch eine andere interessante Art von Reali- 
sierung zu. Denkt man sich nämlich die Sjrmmetrieebene der beiden 
Zentren rj = und rg = 0, d. h. diejenige Ebene, welche deren 
Verbindungslinie rechtwinklig halbiert, so erfolgt für jeden in 
dieser Symmetrieebene gelegenen Aufpunkt 
die Verschiebung q =• Qi + q» innerhalb der L 

Ebene, da die Resultierende der beiden ein- ^ 

ander gleichen radialen Verschiebungen qi und t a 

q^ deren Winkel halbiert (Fig. 9). Macht man 4r i^ 

nun die Symmetrieebene zur festen Wand, so 
wird dadurch der Bewegungsvorgang in keiner 
Weise gestört, weil die an der festen Wand 
gültige Grenzbedingung, daß die Verschie- 
bungskomponente in der Richtung ihrer Nor- 
malen verschwindet, ohnedies schon überall „, ^ 
erfüllt ist. Die Bewegung wird also genau 
ebenso erfolgen, wenn man die feste Wand einführt und den einen 
Halbraum mit der Schallquelle 2 ganz fortläßt; oder mit anderen 
Worten: Eine feste ebene Wand, die einer Schallquelle gegenüber- 
gestellt wird, wirkt ebenso wie das Spiegelbild der Schallquelle 
in bezug auf die Wand, 

Betrachten wir nun auch eine Kugelwelle, die nach innen fort- 
schreitet, wie sie durch die Funktion f{r'\'ai) in der Gleichung 
(229) dargestellt wird. Man mag sie sich realisiert denken durch 
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eine große mit Luft gefällte dOnnwaDdlge Hohlkagel aus elastischem 
MateriaJ, die dorch einen {laßerea Mechanismos abwechselnd za- 
sammengepreßt und ausgedehnt wird. Alle Einzelheiten des Vor- 
gangs sind eindeutig hestimmt durch die Gleichung (229) in Ver- 
bindung mit den Anfangs- und Orenzbedingnngen. -Von besonderem 
Interesse ist dabei die Frage: Was wird ans einer irgendwie ge- 
gebenen nach innen fortschreitenden Kugelwelle, wenn sie den 
Kngelmittelpunkt r= erreicht? Um diese Frage zu beantworten, 
nehmen wir einmal an, im Anfang, zur Zeit t = t>, bestehe nor 
eine nach innen fortschreitende Welle f{r), von beliebig g^ebener 
Form. Da der Kngelmittelpnnkt der Flüssigkeit angehört, so gilt 
auch nir ihn die Gleichung (229), und da in der Natur keine un- 
endlich großen Verschiebungen auftreten, so ist auch für r = das 
Verschiebcngspotentlal endlich, und wir haben für alle Zeiten: 

0-f{at)+gi-at) 
oder, wenn wir at — r statt at schreiben: 

0=,f{at~r)+g{r~at). 

Dies in (229) eingesetzt ergibt: 
(233) rip = f{at + r) — f{at — r). 

Ea findet also, ebenso wie wir das früher in § 37 an der Hand 
der Gleichungen (16S) folgerten, im Kngelmittelponkt eine Art 
Reflexion der Eugelwelle statt, indem die nach innen fortschrei- 
tende Welle sich in eine ihr entgegengesetzt gleiche nach außen 
fortschreitende Welle verwandelt, oder, wie man auch sagen kann: 
die Kngelwelle geht im Eugelmittelpnnkt durch sich selber hindurch. 
Mit der Gleichung (233) steht unsere oben gemachte Festsetzung 
nicht in Wideraprach, daß mi Anfang der Bewegung nur eine nach 
innen fortschreitende Welle vorhanden ist Denn die Funktion f{r), 
weiche für f = die Form der Welle darstellt, ist nur för positive 
Werte von r definiert, während in (233) auch negative Werte des 
Arguments at — r in Betracht kommen. Wir haben also nur die 
Fauktion f tüi alle negativen Werte des Arguments gleich Null 
.'uizuitehmen, um für unseren Fall aus (233) den Verlauf der Be- 
wc^^g eindeutig ableiten zu können. Dann ist nämlich in der 
Tat für t = 0: 

und ebenso verschwindet fttr alle Werte von i<.^ die nach außen 
fortschreitende Welle, was darauf hinauskommt, daß der Aufpunkt r 
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Yon äer reflektierten Welle erst dann getroffen wird, wenn sie den 
Weg vom Kugelmittelpnnkt bis zu ihm hin mit der Geschwindig- 
keit a zurückgelegt hat. 

§ 48. Die Theorie der Eugelwellen verschafft uns anch eine 
Lösung der allgemeinen Wellengleichnng (222) für eine allseitig 
unbegrenzte Flüssigkeit Integrieren wir nämlich zunächst einmal 
diese Gleichung über einen beliebigen Flüssigkeitsraum mit dem 
Yolumenelement ^t, so ergibt sich mit Bflcksicht auf die Trans- 
formation (82): 

flp . dr = — a« r^f . de . (234) 

Wir wählen nun als Integrationsraum eine Eugel mit dem 
Eoordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt und dem Eadius r, und 
führen als Integrationsvariabein die Polarkoordinaten p, d-, tp (I. (92)) 
ein. Dann wird nach I. f93): 

dr = e«dp.dß, (235) 

wobei zur Abkürzung gesetzt ist: 

sin ^ • d^ . dip = dß . (236) 

dO, ist der ^ Öffnungswinkel" des durch die Differentiale dd^ 
und dtp bestimmten Kegels, gemessen durch die Größe des Flächen- 
stücks, welches dieser Kegel aus der um den Anfangspunkt mit 
dem Radius p = 1 beschriebenen Kugelfläche, der „Einheitskugel", 
ausschneidet. 

Ferner wird: 

dö = r2.dß, i; = — p. (237) 

Folglich: 

jfip Q^dQdQ = a^r^fi^^dQ . (238) 

Die Integration über Q Ist auf beiden Seiten der Gleichung 
von d" = bis ^ = jr und von tp = bis ip = 2^ zu erstrecken, 
außerdem links über p von bis r. Der Index r auf der rechten 
Seite soll bedeuten, daß nach Ausführung der Differentiation p = r 
zu setzen ist. 

Wir wollen nun den Mittelwert des Verschiebungspotentials 9? 
für eine bestimmte Entfernung p vom Anfangspunkt einführen, das 
ist der Quotient aus der Summe der Werte von q> in allen Flächen- 
elementen der Kugel mit dem Radius p, ein jeder mit der Größe 
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des Flächenelements multipliziert, diyidiert durch die Suuune > aller 
Flächenelemente, d. h. durch die Größe der ganzen Eugelfläche: 

Dann schreibt sich die vorige Gleichung: 



Differentiieren wir sie nach r, so folgt: 

wo nun in 9> statt g r eingesetzt zu denken ist Diese Gleichung 
aber ist identisch mit der Wellengleichung: 

(240) W) _ „. M 

und liefert uns den Satz, daß bei jedem beliebigen Schwingungs- 
yorgang einer Flüssigkeit fflr die Mittelwerte des Yerschiebungs- 
Potentials, bezogen auf die Eugelflächen um irgendeinen zum 
Anfangspunkt gewählten Flüssigkeitspunkt, die Gesetze der Kugel- 
wellen gelten. Für Kugelwellen wird speziell 9 = g?, also (240) 
identisch mit (228). 

Eine interessante Folgerung aus (240) fließt aus ihrer An- 
wendung auf den Grenzfall einer inkompressibeln Flüssigkeit, für 
welche nach (215) die Fortpflanzungsgeschwindigkeit a = oo wird. 
Dann geht nämlich die Wellengleichung (222) über in 4^ = 0, 
also die Laplacesche Gleichung I. (129), und die Gleichung (240) 

in —^ = 0, deren allgemeine Lösung ist: 

r^ =^ A + Br 
oder: 

(241) ^ = 4 + 5. 

Da nun für r = ^ endlich ist, so folgt A = und 

(242) 9 = J?, 

d. h. eine Funktion % welche der Laplaceschen Gleichung genfigt, 
also z. B. die Potentialfunktion gravitierender Massen außerhalb 
dieser Massen, besitzt die Eigenschaft, daß ihre Mittelwerte auf 
einer Schar konzentrischer Kugelflächen alle einander gleich sind, 
also auch gleich dem Wert im Mittelpunkt Daraus folgt auch, 
daß die Funktion in keinem Raumpunkt ein absolutes Maximum 
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oder ein absolutes Minimum besitzen kann, und nach I. § 41, daß 
außerhalb eines Systems gravitierender Massen niemals eine Stelle 
absolut stabilen oder absolut labilen Gleichgewichts existieren kann. 

§ 49. Das durch die Gleichung (240) ausgesprochene Gesetz 
können wir nun benutzen, um fQj: eine hinreichend weit ausge- 
dehnte Flflssigkeitsmasse bei gegebenem Anfangszustand das Ver- 
schiebungspotential in irgendeinem zum Eoordinatenanfangspunkt 
gewählten Flfissigkeitspunkt für beliebige Zeiten zu bestimmen. 
Zunächst folgt nämlich aus (240) als allgemeines Integral: 

r^ = f{r + at) + g{r—at), 

oder, da ^ für r e= endlich bleibt, ganz wie in (233) für Engel- 

wellen * 

r'^ = f{at + r) — f{flt—r). (243) 

Die Form der Funktion f ergibt sich eindeutig aus den Be- 
dingungen des Ahfangszustandes. Zur Charakterisierung desselben 
können wir annehmen, daß für ^ «= sowohl das Verschiebungs- 
potential q> als auch dessen Differentialquotient nach der Zeit q> 
als Funktion des Ortes gegeben ist. Denn q> ist, bis auf eine be- 
langlose additive Eonstante, durch die Verschiebungen q nach (218), 
und 9) ist durch die Geschwindigkeit q nach (219) bestimmt Wir 
schreiben also: 

9)0 = F{t, », Tp) und 90 = * (Tj *, V) (244) 

und nehmen F und 4> als gegeben an. Dann sind auch 

^o = -P(r) und ^o = *(^) (245) 

als gegebene Funktionen von r zu betrachten. Andererseits folgt 
aus (243) durch Differentiation nach t: 

rq>^af{at + r) — af{at — r), (246) 

also für < = aus (243), (246) und (245): 

rF^-m-fir-r), (247), 

r0^af{r) — af{—r). (248)' 

Aus der letzten Gleichung folgt durch Integration: 

und daraus in Verbindung mit (247): 

fi±r) = \{^jrl^dT±rFY (249) 

Planck, Mdchuiik deformierbarer Körper, 2. Aufl. 8 



Hjerdordi ist die Fssktäan f fir alle poslife vad megative 
Werte ilues AigVBeots bestimat und daaitnack(243)^alsFvBkti(m 
TQft r und < diidst magebbar. Die addmre KonsUDte in dot Integral 
ist gaii2 willkirlidi viUbar und ohse EicllnS aaf den Wert Ton ^. 

Ais dem Ausdruck Ton ^ for ein beliebiges r and ein bdie- 
biges t llBt sich sogleidi aach der Wert f^s(o) fir r=0 ableitan. 
Da Blailidi nach (243): 

ond da nach (249): 

±/'(±r) = i{^#(r)±^^^}, 

00 folgt für alle positiven 2ieiten I: 

(250) ,,(o) = <*(«<) + -^^^. 

Diese Oleichnng liefert das Verschiebangspotential 9 in irgend- 
einem Ponkt der Flüssigkeit zu irgendeiner Zeit t^ aosgedrickt 
dnrch die Werte (244) yon 9 nnd 9> for < «=» anf einer nm den 
Ponkt mit dem Badins at beschriebenen Engelflacha Daraas folgt 
IL a., daß der physikalische Zustand in irgendeinem Pnnkt am irgend- 
einer Zeit t nor abhängig ist yon dem physikalischen Zustand zur 
Zeit < "» in der Entfernung at yon dem Punkt Wenn z. R die 
Schwingungen verursacht werden durch eine Gleichgewichtsstörung, 
die sich anfänglich auf einen begrenzten Bezirk der Flüssigkeit, 
den „StdruDgsherd", beschränkti so wird ein außerhalb des 
StOrungsherdes befindlicher Punkt erst nach Ablauf derjenigen Zeit 
yon der StSrungswelle ergriffen, welche zum Zurücklegen der Strecke 
bis zum nächsten Punkt des Störungsherdes mit der Gfeschwindig- 
keit a erforderlich ist, und andererseits erlischt die Bewegung yoU- 
kommen nach Ablauf derjenigen Zeit^ welche zum Zurücklegen der 
Strecke bis zum entferntesten Punkt des Störungsherdes mit der 
Geschwindigkeit a gehört, und dasselbe gilt für einen innerhalb 
des Störungsherdes gelegenen Punkt Demnach verbreitet sich die 
anfängliche Störung von ihrem Herd nach allen Seiten mit der 
Geschwindigkeit a, und im Innern bildet sich ein stetig wachsen- 
der Bezirk der Buhe aus, beginnend in demjenigen PunU;e, für 
welchen der Abstand von dem entferntesten Punkte des Störungs- 
berdes am kleinsten ist. 
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Wie fflr das Verschiebungspotential, so gilt die Gleichung (250) 
ohne weiteres auch für jede einzelne Komponente der Verschiebung 
oder der Geschwindigkeit, ebenso auch für die Volumendilatation 
und für den Druck, wie ftberhaupt für jede Größe, welche die 
Wellengleichung (222) befriedigt 

§ 50. untersuchen wir zum Schluß noch den Einfluß, welchen 
eine Bewegung, sei es der Schallquelle oder des Beobachters, 
auf die Höhe des gehörten Tones besitzt Daß ein derartiger Ein- 
fluß Yorhanden ist, folgt daraus, daß die Tonhöhe bedingt ist durch 
die Anzahl der in der Zeiteinheit das Ohr treffenden Wellen, und 
daß diese Anzahl mit dayon abhängt, ob die Entfernung des Be- 
obachters von der Schallquelle unyeränderlich ist oder nicht Doch 
wäre es unrichtig anzunehmen, daß es bei der Tonhöhe nur auf 
die relative Bewegung yon Schallquelle und Beobachter ankäme. 
Denn setzen wir einmal den Fall, die Schallquelle ruhe und der 
Beobachter bewege sich mit der Schallgeschwindigkeit a yon ihr 
fort, so hört er überhaupt nichts, weil die Schallwellen ihn gar 
nicht erreichen, während er dagegen sehr wohl yon Schallwellen 
getroffen wird, wenn er selber ruht und die Schallquelle sich mit 
beliebig großer Geschwindigkeit yon ihm entfernt Der Grund 
dieses Unterschiedes ist — nicht, daß es dabei auf die absolute 
Bewegung ankommt; denn eine „absolute^ Bewegung ist sinnlos, 
sondern — daß bei der Fortpflanzung des Schalles auch das 
Medium, welches die Fortpflanzung yermittelt, also etwa die Luft, 
eine wesentliche Bolle spielt, und daß daher die Bewegungen relatiy 
zur Luft berücksichtigt werden müssen. Die Sätze, welche hier in 
Kraft treten, werden gewöhnlich unter dem Namen des „Doppler- 
schen Prinzips*' zusammengefaßt, obwohl wir es hier offenbar nicht 
mit einem besonderen Prinzip, sondern einfach mit elementaren 
Sätzen der Kinematik zu tun haben. 

Wir nehmen an, eine Schallquelle Q, welche in der Zeiteinheit 
Po Schwingungen aussendet, und ein Beobachter B bewegen sich 

s js' q q: ^^ 






9 

Flg. 10. 

beide auf der rc- Achse, erstere mit der Geschwindigkeit go? letz- 
terer mit der Geschwindigkeit 9, relatiy zur Luft, die wir uns 

8* 
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Tahend denken. Die Schallquelle befindet sich auf der positiven 
Seite (rechts) von B; dann erfolgt, falls $>9oi ^^^^ Annäherung 
des Beobachters an die Schallquelle (Fig. 10). Welches ist nun die 
Schwingungszahl v des vom Beobachter gehörten Tones? 

Betrachten wir zuerst den speziellen Fall, daß die Quelle Q 
ruht und der Beobachter B sich ihr mit der Geschwindigkeit q 
näh^. Dann legt er in der Zeiteinheit die Strecke BB' = q 
zurück. Wäre er in £ geblieben, so hätten ihn in dieser Zeit 
v^ Wellen getroffen. Da er aber den Wellen entgegengeeilt ist, 
so haben ihn außer diesen Vq Wellen auch alle diejenigen Wellen 

getroffen, welche auf der Strecke BB' Platz haben, das sind j- und 

nach (189) ^ Wellen. Folglich ist die Schwingungszahl des ge- 
hörten Tones: 

(251) ,.(i + |)»^^. 

Nun setzen wir allgemeiner yoraus, daß auch die Schallquelle Q 
sich bewegt, und zwar mit der Geschwindigkeit ^o n^ch rechts. 
Dann befindet sich nach Ablauf der Zeiteinheit die Quelle im 
Punkte Q', wobei QQ' == Qq. Von den Schallwellen, welche wäh- 
rend dieser Zeit in der Bichtung nach B hin yon der Quelle aus- 
gegangen sind, ist die erste inzwischen bis zur Entfernung a yon Q 
yorgedrungen, die letzte befindet sich bei Q\ und diese ganze 
Strecke a + q^ wird gleichmäßig yon den Wellen erfüllt Da es 

im ganzen Vq Wellen sind, so beträgt die Wellenlänge - ^"^^^ = Zj 

und diese Wellenlänge Z in (251) statt Xq eingesetzt ergibt 4ie 
Schwingungszahl des gehörten Tones: 

(252) „ = J±|-.„,.. 

Dies ist der allgemeine Ausdruck des Dopplerschen Prinzips für 
den hier behandelten Fall. Wenn also z. B. der Beobachter und die 
Schallquelle sich gleich schnell bewegen, so daß ihre Entfernung kon- 
stant bleibt, so ist 1^=1^09 und die Bewegung ganz ohne Einfluß auf die 
Tonhöhe. Wenn aber der Beobachter und die Quelle ihren Abstand 
ändern, so macht es einen wesentlichen Unterschied, ob der Beobachter 
oder ob die Quelle ruht Entfernt sich der Beobachter yon der 
ruhenden Quelle mit Schallgeschwindigkeit, so ist j = — a und 
ffo = 0, also: v^=0; entfernt sich aber die Quelle yom ruhenden 
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Beobachter mit SchaUgeschwindigkeit, so ist qo = a^ 2== 0, also: 

1'=^, ganz im Sinne der früheren Überlegung. 

Nur wenn q und go U^in sind gegen a, hat man in erster 
Annäherung: 

^ = (l+^-)^o. (253) 

Dann spielt also nur die Differenz der Geschwindigkeiten, 
d. h. die relative Bewegung des Beobachters und der Schallquelle 
gegeneinander, eine Bolle. 



Dritter Tea 

Endliehe Defonnaüoiien. 

Erstes Ki^iteL AUgeHiebies. 

§ 5L Indem wir von dem spezielleren Fall der Bewegungen 
mit anendlich kleinen Deformationen zu dem allgemeineren der 
BewQgnngen mit endlichen Deformationen zor&ckkehren, knüpfen 
wir zunächst wieder an die Betrachtang einer beliebigen endlichen 
Bewegung eines stetig aasgedehnten materiellen Körpers in § 2 an 
and benatzen zor Darstellnng derselben anch wieder die Olei- 
changen (1) and (la), ans denen der Ort (x, y, z) za berechnen ist, 
an welchem sich der materielle Pnnkt (a, 5, e) zor Zeit t befindet 

Umgekehrt erhält man ans (l) durch Auflösung nach a, b^ c 
Oleichungen yon der Form: 

(254) 5 = 9)>,y,r,0, 

welche die Antwort geben auf die Frage, welcher materielle Punkt 
(a, hj e) sich zur Zeit t im Orte (x, y^ z) befindet 

Der Gegenfiberstellung der Gleichungen (1) und (254) entspricht 
die Gegenflberstellung zweier Betrachtungsweisen, welche die ganze 
Hydrodynamik durchziehen und in ihr einen durchgehenden Dua- 
lismus schaffen: der „substanziellen'' und der ^lokalen" Betrach- 
tung. Bei der ersteren faßt man einen bestimmten materiellen 
Punkt (a, 5, c) oder ein bestimmtes materielles System ins Auge 
und fragt nach dessen Veränderungen im Baume; bei der zweiten 
faßt man einen bestimmten Baumpnnkt (a;, y, z) oder einen be- 
stimmten Raumteil ins Auge und fragt nach den materiellen 
Punkten, welche diesen Baumpunkt passieren oder in diesen 
Baumteil eintreten. Der substanziellen Betrachtung entspricht die 
Wahl von a, &, c^ f, der lokalen die Ton x, y, z, i als unabhängige 
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Variable. Um diesen Unterschied auch in der Bezeichnung mög- 
lichst deutlich hervortreten zu lassen, wollen wir im folgenden 
durchweg die auf die unabhängigen a, &, c, t bezüglichen Diffe- 
rentiale mit geradem d^ die auf die unabhängigen x, y, z^ t bezüg- 
lichen Differentiale dagegen mit rundem d bezeichnen. Dann ist 

z. B. ^ »: t« die x-Eomponente der Geschwindigkeit des mate- 
riellen Punktes (a, 6, c), während -jf = ist Ferner ist ^ die 

a:-Eomponente der Beschleunigung, während dagegen ^ sich auf 

den Unterschied der Geschwindigkeiten derjenigen beiden mate- 
riellen Punkte bezieht, welche zur Zeit t und zur Zeit < + d^ sich 
im Ort {x^ y, z) befinden. So ist beim stationären (§ 62) Ausfluß 

einer Flüssigkeit aus einem Gefäß überall -^ ==" 0, während da- 

dtL 

gegen die Beschleunigung ^ 4= sein wird. Allgemein besteht 
zwischen diesen beiden Größen die Beziehung: 

du öw , Ott ^^ , hu ^, .. du /ftKKN 

§ 52. Was nun die rein kinematische Seite der zu betrach- 
tenden Bewegungen betrifft, so versteht es sich, daß hier alle im 
ersten Kapitel dieses Buches abgeleiteten Gesetze Gültigkeit be- 
sitzen. Wir werden von ihnen insbesondere diejenigen benutzen, 
welche sich auf eine beliebige unendlich kleine Veränderung be- 
ziehen und deren Formulierung in § 12 gegeben ist Denn eine 
jede Bewegung läßt sich zurückführen auf eine unendlich kleine 
Veränderung, wofern man sie nur während einer unendlich kleinen 
Zeit, von < bis < + t, betrachtet. Dann gelten hierfür alle Formeln 
des § 12, nur mit dem Unterschiede, daß jetzt die Koordinaten 
eines materiellen Punktes vor der Veränderung nicht mehr a, 6, c, 
sondern x^ y, z heißen, und daß die Komponenten der unendlich 
kleinen Verschiebung nicht mehr u, v, w, sondern ut^vx^wt sind, 
wo te, Vj fv die endlichen Geschwindigkeitskomponenten bedeuten. 
Demnach werden auch die neun unendlich kleinen Koeffizienten 
X^ fij V in (57), welche die Botation und die Deformation eines 
Massenteilchens charakterisieren, dem Zeitelement r proportional 

Um nun weiterhin mit endlichen Werten rechnen zu können, 
dividieren wir alle diese unendlich kleinen Größen mit r, d. h. wir 
führen statt der unendlich kleinen Komponenten der Translation, 
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der Eotation und der Defonnation die endlichen Komponenten der 
Translationsgeschvindigkeit, der Rotationsgeschwindig- 
keit und der DeformatioLSgeschwindigkeit ein, und wählen 
für ihre Bezeichnong auch wieder die nämlichen Buchstaben vie 
in § 12. Daher bedeuten Ton jetzt an 
(256) u, V, w; g, t}, £; x^, y^, t,, y„ z,, Xy 

die entsprechenden endlichen Gteschvindigkeitskomponenten; zwi- 
schen ihnen und den Koordinaten x, y, z bestehen anch der Form 
, nach genau wieder die früheren Beziehungen (59), (60), (61) nsw. 
Durch die Volumendilatationsgeschwindigkeit 

ö^ + ä^ + äi^"^^«! 

eines Massenteilchens ist auch dessen Dichtigkeitsändemng be- 
stimmt Denn wir haben ganz wie in (213a) fflr die in der un- 
endlich kleinen Zeit ät eintretende Veräudernug eines Massen- 
teilchens vom anfänglichen Volumen AY: 

und daraus: 

(25') *(äi + 5s, + »;) + 3f-». 

oder mit Bucksicht darauf, daß: 

Es ist von Interesse, diese Identität, welche oft als „Konti- 
nnitätsgleichnng" bezeichnet wird, statt durch eine substanzielle, 
durch eine lokale Betrachtung abzuleiten. Fassen wir irgendeinen 
bestimmten irgendwie begrenzten endlichen Raum ins Äuge, so ist 

zur Zeit t die gesamte darin enthaltene Masse / käx, und ihre 
Änderung in der Zeit dx: 



^'ß- 



Diese Änderung ist andererseits gleich der algebraischen 
Summe der Massen aller deijenigen Körperteilchen, welche wäh- 
rend der Zeit dt durch die Oberfläche in den Raum eintreten. 



/t 
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Nun tritt durch das Oberflächendeineiit da mit der inneren Nor- 
malen V in der Zeit dt folgende Masse ein: 

dö 'h' lu cos {px) + V cos {vy) + w cos {vzyj • dt^ (260) 

das ist die Masse eines (schiefen) Zylinders von der Dichtigkeit Tc^ 
der Grandfläche dö und der Seitenlänge (\'dt Folglich haben wir 
die Gleichung: 

/ ^ ' dr ^=^ I döJc(u cos (yx) + v cos {py) + w cos {vz)) 
oder nach (78): 

bk . h(ku) , h(kv) . b(kw)\ ^ ^ 

Diese Gleichung behält ihre Gültigkeit auch, wenn man den 
Baum auf ein einzelnes Baumelement dz zusammenschrumpfen 
läßt, woraus sich dann (259) ergibt. 

Statt auf ein unendlich kleines Zeitteilchen dt kann man die 
Kontinuitätsgleichung auch auf eine endliche Zeit i beziehen, indem 
man die Masse eines Eörperelements zur Zeit t gleich setzt der 
Masse des -nämlichen Eörperelements zur Zeit 0, mit Benutzung 
des Ausdrucks (51) der Funktionaldeterminante für die Volumen- 
veränderung. Dann ist: 

dVo'Jco = dVo^D'h, 
wobei der Index bedeutet, daß < = zu setzen ist. Folglich: 

2).i = io oder ^ = 0. (261) 

Wir werden im folgenden je nach Bedarf die eine oder die 
andere Form der Eontinuitätsgleichung benutzen. 

§ 53. Es handelt sich jetzt um die Aufstellung der dynamischen 
Bewegungsgesetze. Wenn wir auch bei beliebigen endlichen De- 
formationen an der im § 21 eingeführten Hypothese der „vollkom- 
menen Elastizität^ festhalten wollen, daß der Druck allein abhängt 
von der augenblicklichen Deformation, so sind wir genötigt, uns 
bei den folgenden Betrachtungen auf Flüssigkeiten und Gase zu 
beschränken; denn bei einem festen Eörper würde bei stetig an- 
wachsender Deformation früher oder später die Elastizitätsgrenze 
überschritten werden. Daher bildet dieser dritte Teil des Buches 
das eigentliche Gebiet der Hydrodynamik (einschließlich Aero- 
dynamik). 
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« 

Wir setzen also wieder wie in § 44: 

(261ä) F,=«Z, = Zy=«0 und X^-^Y^^ Z^=p^f{l) 

nnd erhalten dann ans (83) die hydrodynamischen Grnnd- 
gleichungen: 

(262) (Z-*J)*_|£ = 0,.... 

Dieselben lassen sich noch einfacher schreiben, wenn wir an- 
nehmen, daß die Massenkraft ein Potential hat, also: 

W X— g, r__»r, ^__|J, 

nnd wenn wir aoßerdem die Funktion des Druckes oder der 
Dichtigkeit einf&hren: 

(264) -P=/x» 

definiert bis auf eine unbestimmt bleibende additive Eonstante. 

Dann schreiben sich nämlich die Gleichungen (262) folgender- 
maßen: 

<^^) S + j^+sl-o.- 

oder in Vektorform: 

(266) q + grad(7+P) = 0. 

Indessen sind diese Gleichungen nicht so einfach wie sie ans- 
sehen. Denn in ihnen kommen die Koordinaten rc, y, z einmal 
(in der Beschleunigung) als abhängige, einmal (im Potential- und 
Druckgefälle) als unabhängige Variable yor, und wenn man mit 
ihnen rechnen will, ist es in der Regel notwendig, eine einheitliche 
Betrachtungsweise durchzufahren, d. h. sich entweder durchgehends 
der substanziellen oder durchgehends der lokalen Betrachtung zu 
bedienen. Je nachdem man das eine oder das andere tut, erhält 
man verschiedene Formen der Bewegungsgleichungen, die aber 
beide komplizierter gebaut sind als (265) oder (266). 

Um zunächst die substanzielle Betrachtung durchzuführen, 
multiplizieren wir die drei Gleichungen (265) der Reihe nach mit 

dx da dz •% ^ «■ i 

d^i'dä^Ta^^ erhalten dann; 

^^°'' dflda^ d(*da^ di*da^ da ^ da "' 

nnd analog die beiden Gleichungen für b and e. 
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Dies sind die sogenaonten Lagrangeschen Gleichungen. Zu 
ihnen tritt als Ergänzung die Eontinuitätsgleichung in der sub- 
stanziellen Form (261). 

Andererseils erhalten wir fBr die lokale Betrachtung aus (265) 
mit Benutzung von (255): 

bu^ , bu , hu . hu . bV . hP /. /ekaQ\ 

ö^^ + Ji^^ + ö?^ + 07 + ^ + ^-0, (268) 

und die beiden entsprechenden Gleichungen Ar y mit v und fDr z 
mit 117. 

Diese Gleichungen tragen den Namen von Euler. Zu ihnen 
gehört die lokale Formulierung (259) der Eontinuitätsgleichung. 

Wie man sieht, sind die Bewegungsgleichungen durch jede 
dieser Umformungen nicht nur äußerlich länger geworden, sondern 
sie haben auch, was die Hauptsache ist, ihren linearen C!harakter 
verloren, und dieser Umstand yerleiht den hydrodynamischen Pro- 
blemen ihre eigentümlichen mathematischen Schwierigkeiten. 

§ 54. Der erste Gebrauch, den wir von den Gleichungen der 
Hydrodynamik machen wollen, ist die Anwendung und Verifizie- 
rung des Prinzips der Erhaltung der Energie. Wir verfaJiren dabei 
genau nach der in § 23' bei unendlich kleinen Deformationen be- 
folgten Methode, indem wir von der Energiegleichung (89) aus- 
gehen, und f&r die darin vorkommenden Größen: die kinetische 
Energie £, die potentielle Energie ü, die äußere Arbeit Jl, der 
Reihe nach ihre Werte einsetzen, nach dem Muster der Gleichungen 
(90), (91) und (92). Nur ist jetzt zu beachten, daß die Komponenten 
der in der Zeit dt erfolgenden Verschiebung eines materiellen 
Punktes hier nicht durch du, dv^ dw, sondern durch u*<I<, V'dtj 
tO'dt dargestellt werden. Ferner ist es hier, wo die Dichtigkeit l 
in endlicher Weise veränderlich ist, bequem, die potentielle Energie 
nicht auf Yolomenelemente, sondern auf Massenelemente zu be- 
ziehen. Somit erhalten wir aus (90): 

L^^J{u^ + ^ + u^)hdr, (269) 

aus (91): 

U = fF'lcdz, (270) 

wo J^ die nur von i (oder p) abhängige potentielle Energie der 
Masseneinheit bedeutet, und aus (92): 
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(271) A = dt 'J{Xu + Yv +.Zw) Tcdx 

+ dt 'f{X^u + Yji) + Z^w)da, 

wobei nach (74): 

(272) 2l„ = p cos {px) , Tv = P cos (vy) , Z^=^p cos {vz) . 

Indem wir nun die zeitlichen Differentiale dL und du bildea, 
beachten wir, daß das Produkt Tcdr^ die Masse eines Körper- 
elements, unabhängig ist von der Zeit, und erhalten somit aus (269): 

dL == dt J(u^ + ^w + ^57)*^^' 
und aus (270): 

dU^dt^f^'Jcdx, 
ferner aus (271) und (272), mit Benutzung der Umformung (78): 
(272a) A = dt'f{Xu + Yv + Zw)kdT 

Wenn wir diese Ausdrücke in die Energiegleichung (89) ein- 
setzen und dabei die Werte der Beschleunigungskomponenten nach 
(262) berücksichtigen, so heben sich eine Reihe von Gliedern auf 
den beiden Seiten der Gleichung fort, und es bleibt allein die Be- 
ziehung zurück: 

oder, da diese Gleichung auch für ein einzelnes Volumenelement dr 
gilt, mit Berücksichtigung von (257): 

(273) dF^^dJc. 

Die Forderungen des Energieprinzips sind also immer und nur 
dann erfüllt, wenn als potentielle Energie der Masseneinheit an- 
genommen wird: 

(274) F=^fl,dk^-fp.d{^), 

WO -^ das Volumen der Masseneinheit (spezifisches Volumen) be- 
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deutet. Statt dessen kann man auch, mittels partieller Integration 
nnd Einf&lirang der Funktion P aus (264), schreiben: 

Wenn die potentielle Energie als Funktion der Dichte oder 
des spezifischen Volumens bekannt ist, so läßt sich hieraus unmit- 
telbar die Abhängigkeit des Druckes p yon der Dichte berechnen. 
Denn aus (274) folgt, wenn wir für einen Augenblick das spezi- 
fische Volumen mit v bezeichnen: 

fv P- (276) 

Diese Beziehung steht in augenfälliger Analogie mit den Be- 
lationen (97) zwischen dem elastischen Potential und den elastischen 
Druckkomponenten, welche insofern allgemeiner sind, als sie auch 
scherende Druckkräfte mit umfassen, aber insofern spezieller, als 
sie sich nur auf unendlich kleine Deformationen beziehen. 

Für eine inkompressible Flüssigkeit ist speziell Ä: = const., 
also nach (264): 

P = f (277) 

und nach (275): 

d. h. eine inkompressible Flässigkeit besitzt keine potentielle 
Energie. Dieser Befund ist im Einklang mit der Überlegung, daß 
die Inkompressibilität einer Flüssigkeit sich, ebenso wie die Un- 
ausdehnbarkeit eines Fadens (I. § 1 07), auffassen läßt als eine vor- 
geschriebene Bedingung zwischen den Koordinaten der Eörper- 
teilchen (Volumendilatation gleich Null), ganz ohne Bücksicht auf 
die Größe der Druckkräfte, und daß die dadurch bedingten Zwangs- 
kräfte niemals Arbeit leisten (I. (314)). — 

Wir notieren uns noch, für späteren Gebrauch, aus (271), (272) 
und (272 a) den speziellen Ausdruck für die Arbeit eines in allen 
Punkten der Oberfläche gleichmäßig wirkenden äußeren Druckes, 
bei einer beliebigen Veränderung: 

A=^dtpl\u cos {vx) + V cos {vy) + w cos {vz)\ de 
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Oder, da (jj + 1^ + Jj) i< die in der Zeit d« erfolgende Dilatation 

des Yolomenelenients dr bedeutet: 

(278) A^'-p'dV, 

wenn hier dF die Volamen&ndemng der ganzen Flttssigkeitsmasse 
bezeichnet 

f 55. Zu speziellen Anwendungen der hydrodynamischen (be- 
setze übergehend fragen wir zanächst nach den Bedingungen . des 
Gleichgewichts. Hierfür folgt aus (265) durch Integration; 



(279) 7 +f^ 



const 



Im Gleichgewicht sind also die Niyeauflächen V » const der 
Massenkräfte (I. § 40) zugleich Flächen konstanten Druckes und 
konstanter Dichta Wenn zwei verschiedene Flüssigkeiten anein- 
ander grenzen, so wird an der Trennungsfläche die Dichte h im 
allgemeinen einen Sprung erleiden, dagegen der Druck p bleibt, 
nach dem Gesetz von Wirkung und Gegenwirkung, unter allen Um- 
ständen stetig. Wenn also auf eine FlQssigkeitsoberfläche. ein 
gleichmäßiger äußerer Druck wirkt, so ist auch der Flfissigkeits- 
druck an der Grenze konstant, und die Oberfläche ist eine Fläche 
konstanten Potentials der Massenkräfte. Dies gilt insbesondere 
auch fOr den speziellen Fall^ daß der äußere Druck gleich Null 
oder gleich dem der atmosphärischen Luft ist und die Flüssigkeit, 
wie mau sagt, eine „freie*" Oberfläche besitzt, — ein Satz, der den 
Niyeauflächen ihren Namen gegeben hat 

Wenn durch die Bedingungen an der Oberfläche der Wert 
der Integrationskonstanten in (279) bestimmt ist, so ist danach die 
Größe des Druckes im ganzen Innern gegeben, ganz unabhängig 
von der Art der übrigen Begrenzung der Flüssigkeitsmenge, also 
auch von der Größe und Form des Gefäßes, in dem sie sich befindet 
Wenn z. B. als einzige Massenkraft das Gewicht der Flüssigkeit 
wirkt, in der Bichtung der negativen ;?- Achse, so ist nach (67): 

X-=0, r=0, Zkdr^ — gkdr, 
und nach (263): 

(280) V=gz + const., 
wodurch (279) fibergeht in: 

(281) f^ + gz^ const 
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und fOr eine inkompressible Flfissigkeit: 

p srr const — hgz, (282) 

Daher ist der Druck in allen Punkten gleicher Höhe der 
nämliche, und wächst mit abnehmender Höhe proportional der 
Höhendifferenz. In der Gleichung (282) sind die Gesetze der kom- 
munizierenden Bohren, der Heberwirkungen, der Flüssigkeitsbaro- 
meter und -manometer enthalten. 

Beim Qaecksilberbarometer z. B. ist, wenn z==^0 die Ebene 
der offenen, dem Luftdruck Pq ausgesetzten Oberfläche, ;? = A die 
Höhe der ans Vakuum grenzenden Flflssigkeitssäule bezeichnet, 

für £r = p =Pq 

also nach (282): 

Po = kgh. (283) 

Als «Druck einer Atmosphäre" definiert man den Wert Yoni7o f^^ 

Jfe= 13,596 [gcm-»], sf«= 980,6 [cm sec-«], A«=76[cm], 
alsor 

Po — 1 013 250 [g cm-i sec-«] . (284) 

Statt in Atmosphären mißt man Druckgrößen häufig auch durch 
den nach (283) entsprechenden Wert von h (^Millimeter Quecksilber"), 
indem man den absolut gemessenen Druck p durch ig dividiert. 

§ 56. Wenden wir nun die Gleichgewichtsbedingung (281) auch 
auf kompressible Flflssigkeiten an, z. B. auf eine Luftsäule yon 
beliebiger Höhe. Dann ist die Kenntnis der Funktion f{iy in 
(211) erforderlich. Falls die Temperatur der Luft als gleichmäßig, 
etwa 0^ C, angenommen werden darf, können wir setzen : 

p = ci, (285) 

wobei c dadurch bestimmt ist, daß für den Druck po einer Atmo- 
sphäre * = io = 0,001293 [gcm-»], d. h. 

c=-f^. (286) 

Damit erhalten wir aus (281) durch Ausfuhrung der Integration, 
mit £r = für I? = Jpo- 

.«^.in^. (287) 

Das ist die sogenannte barometrische Höhenformel fELr isothermes 
Gleichgewicht, durch welche man aus dem Luftdruck p die ent- 
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sprechende Höhe z findet Mit Benutzung der angegebenen Zahlen- 
werte und Einführung dekadischer Logarithmen lautet dieselbe: 

(288) z = 18400 logio^ [meter]. 

In dem Verhältnis $^ : jß mißt man am bequemsten Zähler und 
Nenner in Millimetern Quecksilber. 

In der freien Atmosphäre ist die hier vorausgesetzte Gleich- 
mäßigkeit der Temperatur nur in seltenen Fällen erfüllt, da die 
Ausgleichung der Temperaturen zwischen den yerschiedenen Luft- 
schichten durch Wärmeleitung sich verhältnismäßig langsam voll- 
zieht und beständig durch Luftströmungen gestört wird Dann 
verliert die Formel (285) mit den Folgerungen daraus im allge- 
meinen ihre Gültigkeit, weil der Druck außer von der Dichte auch 
von der Temperatur abhängt Aber man darf nicht glauben, daß 
die Gleichmäßigkeit der Temperatur eine notwendige Voraussetzung 
für die Anwendbarkeit der hier entwickelten Theorie, speziell für 
die Benutzung der Hypothese der vollkommenen Elastizität (§ 21) 
bildet Denn diese Hypothese verlangt nicht, daß die Temperatur 
konstant bleibt, sondern sie verlangt nur, daß der Druck p aus- 
schließlich von der Dichte Je abhängt. Die Temperatur darf sich 
dabei sehr wohl ändern, nur muß sie auch ihrerseits durch die 
Dichte vollkonmien bestimmt sein. Ein wichtiger Fall, in welchem 
diese Bedingung zutrifft, findet sich dann verwirklicht, wenn 
jegliche Wärmeleitung ausgeschlossen ist, wenn also alle Volumen- 
änderuDgen nicht „isotherm^, bei konstanter Temperatur, sondern 
„adiabatisch'', bei Verhinderung des Übergangs der Wärme von 
einem Substanzteilchen zu einem benachbarten, verlaufen. Die 
isothermen Vorgänge entsprechen dem GrenzfaU einer unendlich 
großen, die adiabatischen dem einer unendlich kleinen Wärme- 
leitungsfähigkeit der Substanz. Auch bei den letzteren hangt der 
Druck ausschließlich von der Dichte ab, es gilt also auch für sie 
die Gleichung (211) der vollkommenen Elastizität, aber die Form 
der Funktion /"(i) ist nicht mehr die isotherme (285), sondern die 
adiabatische: 

(289) $ = eW, 

wo die Konstante y für Luft den Wert 1,405 besitzt, während c 
sich wieder aus der Gleichung: 

(290) c'=0 
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ergibt Bei adiabatischen YorgäDgen wächst also der Drack bei 
der Kompression stärker, und nimmt andererseits bei der Dilatation 
stärker ab als bei isothermen Vorgängen, was daher rührt, daß die 
Luft sich bei adiabatischer Kompression erwärmt, bei adiabatischer 
Dilatation abkühlt 

Wenn man nun die Formel (289) in (281) einführt, so ergibt 
sieh bei analoger Behandlung die barometrische Höhenformel für 
adiabatisches Gleichgewicht: 



fo 




(291) 



y — 1 gk^ 

oder mit Benutzung der angegebenen Zahlenwerte: 

^ = 27 700 (l - {^y^^) [meter]. (292) 

Diese Druckabnahme mit der Höhe entspricht also der Voraus- 
setzung, daß in jeder Luftschicht die Temperatur gerade diejenige 
ist, welche sich bei adiabatischer Ausdehaung der Luft von 0^ C 
und Atmosphärendruck bis zu der Dichte der betreffenden Schicht 
ergibt 

Eine wichtigere Bolle als bei Gleichgewichtszuständen spielen 
die adiabatischen Vorgänge bei Schwingungsvorgängen, weil hier 
die durch die abwechselnde Eompressioa und Dilatation bewirkten 
Temperatorerhöhangen und -erniedrigangen so schnell aufeinander 
folgen, daß die namentlich bei Gasen sehr geringe Wärmeleitung 
praktisch ganz vernachlässigt werden kann. Daher darf man bei 
der Berechnung der Schallgeschwindigkeit aus (215) für Gase Ge- 
brauch machen von der Formel (289), welche in Verbindung mit (290) 
für die Schallgeschwindigkeit eines Gases bei der Dichte h^ und 
dem Drucke p^ ergibt: 

a« = ^ , (293) 

also für Luft bei 0^ C und Atmosphärendruck nach den angegebenen 
Zahlen werten: 

in Übereinstimmung mit den Messungen. 

Die isotherme Kompressibilität (285) würde aus (215) ergeben: 






(294) 

Planck, Veohanik defomüarbuer Körperi I. Aufl. 9 
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und daraus für Luft yon derselben Temperatur und Dichte: 

.=.280[^], 

also erheblich zu klein. 

Bei tropfbaren Flfissigkeiten ist der Unterschied zwischen 
adiabatischer und isothermer Kompressibilität nor gering. 

§ 57. Wir wollen jetzt, als ein weiteres einfaches Beispiel für 
die Anwendung der hydrodynamischen Grundgleichungen, den Fall 
einer mit gleichmäßiger Winkelgeschwindigkeit m um eine 
Achse rotierenden inkompressi beln Flüssigkeit betrachten. Hier 
ist die Bewegung aller Massenpunkte von vornherein gegeben. 
Machen wir nämlich die Drehungsachse zur ;?-Achse^ so ergibt sich 
die Lage eines Flftssigkeitspunktes a, &, c zur Zeit t aus den 
Gleichungen (11), wenn man darin setzt: 

Iai==cos(<öO, a,= — sin (cot), «8=0, 
A=sin(c»0, ft— cos(<»<), Ä=Of 

also: 

Ix^=^a C08(<D<) — 6 sin(cD<), 
y = a 8in(cöO + * cos(cöQ , 

Differentiiert man nun diese Gleichungen zweimal „substanzieU** 
nach der Zeit <, so ergibt sich: 

^ — "•«=. -^ — «'y» d^-^o 

and durch Einsetzen in die Bewegoi^sgleicbangen (265): 

woraus durch Integration, mit Bficksicht auf (277), folgt: 
(297) i^ = "1 *«>"e" — * F + const , 

wenn (> die Entfernung des Auf^unktea (o;, v, ^) von der Botations- 
achse bezeichnet Wir wenden diese Gleichung auf ein paar inter- 
essante Fälle an. 

f 58. Eine inkompressible schwere Flfissigkeit rotiere mit der 
konstanten Winkelgeschwindigkeit ee> in einem hohlen, oben offenen 
Ereiszylinder mit horizontalem Boden. Man denke sich z. B. die 
Flüssigkeit in einem Wasserglas mit einem Löffel kräftig umge- 
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rührt und dann den Löffel schnell herausgezogen. Um den dämp- 
fenden Einfluß der Beibuog an der Gefäßwand zu vermeiden, 
kann man annehmen, daß das Gefäß zagleich mitrotiert Dann 
findet bei der gleichmäßigen Drehung überhaupt keinerlei Reibung 
statt, da die Bewegung ohne jede Deformation yor sich geht. 
Aus (280) und (297) ergibt sich hier: 

jp = Y *<»*e* — ^9^ + const. (298) 

Die Form der freien Flüssigkeitsoberfläche wird nach § 55 
bestimmt durch p = const, also durch: 

— Q}^Q2—gg s— const. 

Das ist die Gleichung eines Botationsparaboloides um die 
isr-Achse. Setzen wir z^=^Zq fla q = 0, so kommt: 

^ = ^o + Y7(>'. (299) 

Die Flüssigkeit steht also in der Mitte des Gefäßes am tiefsten 
und steigt am Bande empor, proportional dem Quadrat der Um- 
drehungsgeschwindigkeit Die Größe von z^^ und damit der abso- 
lute Betrag der Depression in der Mitte, wird, unabhängig von 
der Größe des äußeren Druckes, bestimmt durch das Volumen der 
Flüssigkeit, welches im Drehungszustand ebenso groß ist wie im 
Ruhezustand. Wenn also die ruhende Flüssigkeit das Gefäß bis 
zur Höhe z^=h ausfüllt, so gilt für dsus Volumen die Beziehung : 



//- 



wobei B den Zylinderradius bezeichnet 
Mittels (299) ergibt sich hieraus: 

^o = A-Tf. (300) 

Das zweite Glied rechts gibt den Betrag der Depression des 
Flfissigkeitsniveaus in der Mitte. 

Die Erhebung am Rande ist der Wert von z — h für p = JK 
nach (299), nämlich: 

^-A-17, (301) 

» 

also gerade ebenso groß wie die Niyeaudepression in der Mitte. 

9* 
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In einem horizontalen Querschnitt {z ^=> const) ist nach (298) 
der Drnck veränderlich, in der Mitte am kleinsten, am Bande am 
größten. Auch dies läßt sich leicht beobachten, wenn man Sand- 
körner auf den Boden des als ruhend angenommenen Gefäßes streut, 
die so schwer sind, daß sie die Rotation nicht mitmachen. Diese 
Körner begeben sich nach dem Eintritt der Flfissigkeitsrotation 
unter dem Einfluß des Druckgefälles nach der Mitte des Gefäß- 
bodens. 

§ 59. Eine inkompressible Flfissigkeit, deren einzelne Teilchen 
gemäß dem Newton sehen Gesetz nach einem festen Zentrum 
gravitieren, rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit cd um 
eine durch das Zentrum gebende Achse. Es wird nach der Form 
ihrer freien Oberfläche gefragt Diese Aufgabe erhält ihr Haupt- 
interesse durch ihre Verwandtschaft mit dem Problem der Ab- 
plattung der Erde an den Polen. Wir wollen hier daher auch auf 
die bei der Erde vorliegenden Verhältnisse exemplifizieren. 

Bedeutet r die Entfernung des Aufpunktes vom Mittelpunkt 0, 
so ist nach L (111) das Gravitationspotential: 

r 

und nach (67) und (263) die Anziehungskraft auf die Masseneinheit 
(BeschleuniguDg der Schwere) 

Zur Bestimmung der Eonstanten c nehmen wir an, daß die 
Schwerebeschleunigung in der Entfernung fo gleich g^ ist; dann 
haben wir: 

und allgemein: 

(302) 7 = — 



darf? 



Dies ergibt nach (297) für die Form der freien Oberfläche die 
Gleichung:. 

Y cöV* + ^ = const 

oder, wenn wir an der Oberfläche für p = r = ro (Polradius) 

setzen: 

(303) |«,v_^^^^«(l_i.J.^ 
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Fflhren wir statt q des Winkel q> (geographische Breite) ein 
durch die Beziehang: 

p =r r cos g>y 
80 geht (303) über in: 

i = 1— -?^ . r» cos« 9. (304) 

Für den speziellen Fall co = (ruhende Flüssigkeit) ist r kon- 
stant, also die Oberfläche eine Kugel, für kleine Werte von cd ist 
diüier die Oberfläche ein nur wenig von der Kugelgestalt ab- 
weichendes, an den Polen abgeplattetes Sph&roid, dessen Gleichung 
in erster Annäherung geschrieben werden kann: 

r = ro(l+|^cos«g))- (305) 

Die Größe der Abplattung beträgt 



rmta. — Tq (O^Tq 



(306) 



das ergibt für die Erde, mit 

«^ - 2r6?:60 fs^^^'l' ^0 = 6,356 . 10« [cm], Qo = 983 [^] , 
den Wert ^ , während die tatsächliche Abplattung nicht unerheb- 
lich größer ist, nämlich ^gg- 

Die Differenz erklärt sich leicht daraus, daß die Massenteile 
der Erde nicht nach dem Erdmittelpunkt, sondern gegeneinander 
gravitieren, was offenbar die Abweichung von der Kugelgestalt 
begünstigt Die Einführung der gegenseitigen Gravitation macht 
freilich die Aufgabe wesentlich verwickelter, weil der Ausdruck 
des Gravitationspotentials V dann nicht mehr von vornherein ge- 
geben ist, sondern selber erst von der zu bestimmenden Form der 
Oberfläche abhängt Die näheren Untersuchungen haben gezeigt, 
daß das so formulierte Problem keine eindeutige Lösung besitzt, 
d. h. es sind sehr verschiedene Formen der Oberfläche möglich; 
unter ihnen befindet sich auch ein Rotationsellipsoid von bestinunter 
Größe der Abplattung. 

Beschränkt man sich auf kleine Werte der Winkelgeschwindig- 
keit, also auf geringe Abweichung von der Kugelgestalt, so kann 
man bei Einführung der gegenseitigen Gravitation die Anziehungs- 
kraft auf ein Flüssigkeitsteilchen mit gewisser Annäherung 
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nach I. (102) direkt proportional der Entfernimg r vom Erd- 
mittelpunkt setzen, alao das Potential Y proportional r^. FOhrt 
man die Becbnung nnter dieser Yoraossetznng genau nacb der 
TOrstehenden Methode darch, so ei^ibt sich als Betri^ der Ab- 
plattung viedernm der Äasdi-nck (306), was offenbar darauf zorDck- 
zufUhren ist, daß bei kleines ÄbweichiiDgen von der Kugelgestalt 
die Form des Gesetzes, nach dem F von r abhängt, fOr. die GrSße 
der Abplattung nicht weseatlich in Betracht kommt 

§ 60. Wir wollen nunmehr die allgemeine Behandlung der 
Theorie wieder aufnehmen und zuerst eine wichtige Integration 
der hydrodynamischen Gleichungen durchfuhren, die von Helm- 
holtz entdeckt worden ist Sie besitzt für die Hydrodynamik eine 
ähnliche Bedeutung wie das Prinzip der Flächen f&r die allgemeine 
Mechanik. 

G^en wir von den drei Lagrangescben Gleichungen (267) 
aus, die den drei Buchstaben a, 6, e entsprechen, so lassen sich 
offenbar die Fanküonen V und P dadurch ans ihnen eliminieren, 
daß man etwa die a-Gleichung nach 5, die 5-GIeichung nach a 
differenziert und die entstehenden Gleichungen Toneinander sub- 
trahiert. Die Durchführung dieses Verfahrens liefert wiederum 
drei Gleichungen, die den Bachstaben a, &, c entsprechen. Wir 
wollen die Eechnong zunächst nur f&r die a-Gleicbung ausföhren. 
Dieselbe lautet: 

A / (Pxdx , ^ydy^ , ^da\ d /iflx dx ' , tPy dy , ^rfa\ j. 

d6\dPde """ d(" rfe "*" dl* de) dc\dfl db "^ df db "*" dt* dbl ^ ' 

und nach Ausführung der Differenziationen: 



dx d l<^x\ 



wobei das Summenzeichen bedeutet, daß zu dem hingeschriebenen 
a:-Gliei noch ein y-Glied und ein ^-Glied zu addieren ist Dieser 
Ausdrack läßt sich als ein Differentialquotient nach der Zeit t 
schreiben, nämlich: 



2Ä( 



~ db do) 



= 0» 



wie man durch Ausführung der Differenziation nach t erkennt 
da von den entstehenden vier Gliedern zwei sich gegenseitig fort- 
lieben. 
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Wir erhalten also durch Integration: 

2dxdu dxdu . /oa»t«\ 

wobei die GrO£e A nor von a, 6, c, nicht aber von t abhängt. 
Ganz ebenso ergibt sich der 6- Ausdruck (307 b) =P und der 
c-Ausdruck (307 c) = (7, wobei B und C dieselbe Eigenschaft be- 
sitzen wie A. 

Um nun die drei auf die Buchstaben a, h^ c bezüglichen Glei- 
chungen in drei auf x, y, z bezfigliche Gleichungen zu verwandeln, 
multiplizieren wir die drei Gleichungen (307) derEeihe nach zunächst 

ttfr tlv Av 

°^* 3a' 56 ' de ^"^* addieren. Dann ergibt sich durch passende 
Zusammenfassung entsprechender Glieder, die sich teilweise fort- 
heben, teilweise durch das in (8) eingeführte Symbol ausdrücken 
lassen: 

und entsprechend die beiden Gleichungen (308y) und (308z). 
Nun ist nach (53): 

WO D die Funktionaldeterminante (51) bezeichnet; alsageht (308 x) 
fiber in: 

tw ö« 1 /jrf«i p^-up ?f5.\ 

hy Ti~'D\^l^^ ^ dh'^^ do) 

und mit Berücksichtigung einerseits von (59) und (256), anderer- 
seits von (261): 

Analog lauten die Gleichungen (309y) und (309z) für 97 und g. 

Um die Werte der von t unabhängigen „Integrationskon- 
stanten^ A^ B, C zu bestimmen, setzen wir in den drei Glei- 
chungen (309) < = 0. Dann ergibt sich, da nach (la) (j|) «» 1, 

folglich allgemein: 



1 
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(310) 



S — :^Iso5^ + 'o5j + So 5^j, 



Diese Gleichungen enthalten eine F&Ile Ton Folgerungen, die 
alle darauf beruhen, daß die Größen ÄIq, ^ ijo, So ^^ von a, 6, 6, 
nicht aber von t abhängen. 

Betrachten wir zunächst ein Flüssigkeitsteilchen a, &, c, dessen 
Drehungsgeschwindigkeit zur Zeit <«»0 gleich Null ist Dann 
verschwinden die darauf bezttglichen Komponenten §o» 9oi Soi ^uid 
es folgt aus (310): 

g = 0, i? = 0, £ = 0, 

d. h. ein Flflssigkeitsteilchen, das in einem gewissen 
Zeitpunkt rotationslos ist, behält diese Eigenschaft für 
alle Zeiten beL 

Betrachten wir weiter zur Zeit < =» 0, bei der ja die a, 6, e 
mit den x^ y, z zusammenfallen, solche Flüssigkeitsteilchen c^b^e 
für welche die Komponenten der Drehungsgeschwindigkeit sämt- 
lich oder teilweise Ton Null verschieden sind, so können wir uns 
dadurch eine Anschauung bilden von der räumlichen Anordnung 
dieses Vektors (go? ^oi So)? daß wir uns folgende Kurvenschar kon- 
struiert denken: 

(311) rfa : d6 : de «= go : % : So- 

Jede dieser Kurven besitzt die Eigenschaft, daß die Tangente 
in irgendeinem ihrer Punkte zusammenfällt mit der Richtung der 
Drehungsachse in diesem Punkt Daher heißt eine solche Kurve 
eine Wirbellinie der Flüssigkeit Wir wollen nun diejenigen 
materiellen Punkte a, &, c, welche für < »== zu einer Wirbellinie 
gehören und daher durch die Gleichung (311) miteinander verknüpft 
sind, auch für spätere Zeiten t im Auge behalten und nach ihren 
Drehungsgeschwindigkeiten fragen. Dieselben ergeben sich aus 
(310) nach Größe und Richtung. Was zunächst die Richtung be- 
trifft, so haben wir durch Einsetzen der Werte von §o» Vot So >^^s 
(311): 

(312) g:fi:^^dx:dy:dz, 

d. h. die Kurve, welche die von uns betrachteten materiellen Punkte 
m Räume bilden, besitzt wiederum die Eigenschaft einer Wirbel- 
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linie, oder: die Wirbellinien bestehen stets aas den näm- 
lichen materiellen Punkten. 

Daher bildet eine jede Wirbellinie ein individuelles snbstan- 
zielles Gebilde, das im Laufe der Bewegung wohl seine Lage und 
seine Form, niemals aber seine materielle Zusammensetzung und 
seine dnrch (312) charakterisierte Grundeigenschaft ändert. Eine 
Wirbellinie kann in sich selber zurücklaufen, oder sie kann bis 
ins Unendliche oder bis an die Oberfläche der Flüssigkeit gehen. 

Auch über die Größe cd der Drehungs- oder Wirbelgeschwindig- 
keit geben die Gleichungen (310) Aufschluß. 

Betra chten w ir nämlich zur Zeit < == ein Längenelement 
^*o = yrfa«-f d6« + dc" einer Wirbellinie, so ist nach (311): 

^e=i— 31-=:— So de 

und durch Substitution in (310): 

f, k dx ' k dy ^ h dx 

folglich die Drehangsgescliwindigkeit zur Zeit t: 

a,«y|. + ,. + g. = *«,..|i, (313). 

d. L die Drehungsgeschwindigkeit in irgendeinem Punkt der Wirbel- 
linie ist proportional der Dichte der Flüssigkeit und der Länge 
eines Bogenelements der Linie, falls das Bogenelement sich stets 
über die nämlichen materiellen Punkte erstreckt Wenn sich also 
z. B. im Laufe der Zeit das Bogenelement verlängert, indem die 
dasselbe bildenden materiellen Punkte auseinanderrücken, während 
Je unverändert bleibt, so erhöht sich die Wirbelgeschwindigkeit 

Noch anschaulicher wird dieser Satz durch eine etwas ver- 
änderte Fassung. Denken wir uns in der Flüssigkeit ein ganz 
beliebiges Flächenstück, und ziehen durch jeden seiner Randpunkte 
die Wirbellinie, so wird dadurch in der Flüssigkeit ein Saum ab- 
gegrenzt, den man als „Wirbelfaden** oder „Wirbelröhre" be- 
zeichnet. Der Mantel der Bohre wird von lauter Wirbellinien 
gebildet» während das zu Anfang gedachte Flächenstfick einen 
Querschnitt derselben darstellt Man kann sich den gesamten 
Flüssigkeitsraum als aus lauter unendlich dünnen Wirbelfäden zu- 
sammengesetzt denken, die entweder in sich zurücklaufen oder ins 
Unendliche oder an die Oberfläche der Flüssigkeit gehen. Wie 
die Wirbellinien, so bestehen natürlich auch die Wirbelfäden stets 
aus den nämlichen materiellen Punkten. 
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Betrachten wir nun ein unendlich kurzes Stück eines solchen 
unendlich dflnnen Wirbelfadens, indem wir durch zwei im Abstand 
ds voneinander befindlichen Punkte einer zu dem Wirbelfaden ge- 
hörigen Wirbellinie parallele, im übrigen beliebig gerichtete Quer- 
schnitte yon der Fläche f legen, und behalten wir die zu diesem 
Wirbelfadenstück gehörigen materiellen Punkte für verschiedene 
Zeiten im Auge, so ist, da die Masse des Wirbelfadenstücks un- 
veränderlich ist: 

ÄJ • /"• d5 • cos * = lo/o^^o cos *o> 
wenn wir mit ^ den spitzen Winkel bezeichnen, welchen die Quer- 
schnittsnormale mit ds^ d. h. mit der Wirbelachse, bildet Dadurch 
geht (313) über in: 

(314) CO • ^' cos * = cöo/o cos *o = «0 • A» 

wobei fn die Fläche des zur Wirbelachse normalen Querschnitts 
bedeutet. Das Produkt der Wirbelgeschwindigkeit und des 
Normalquerschnitts eines Wirbelfadens ändert sich also 
nicht mit der Zeit 

Aber dies Produkt besitzt auch an verschiedenen Stellen eines 
bestimmten Wirbelfadens den nämlichen Wert Denn wenn wir 
die aus (59) folgende Identität: 

(315) H + Ii + Jl^« 

über einen ganz beliebigen Flüssigkeitsraum integrieren und jedes der 
drei dabei entstehenden Eaumintegrale nach (78) umformen, so er- 
halten wir für das über die Oberfläche des Baums zu erstreckende 
Integral: 

(316) / U cos(i'a;) + ^cos(i'y) + ^coa{vz)] dc=^ j o} cos(i^, <») • dö = 0. 

Ist nun der Flüssigkeitsraum ein beliebig langes Stück eines 
Wirbelfadens, so verschwinden in diesem Oberflächenintegral alle 
diejenigen Glieder, welche sich auf die Mantelfläche des Fadens 
beziehen, weil in jedem Punkt des Mantels die Flächennormale v 
senkrecht steht auf der Richtung der im Mantel liegenden Wirbel- 
achse. Es bleiben also nur die auf die beiden Querschnitte bezüg- 
lichen Glieder übrig, und wenn der Wirbelfaden unendlich dünn ist, 
aber von endlicher Länge, mit dem beliebig gerichteten Anfangs- 
querschnitt f und dem beliebig gerichteten Endquerschnitt f^ so 
reduziert sich die Gleichung (316) auf die beiden Glieder: 

CO cos(i', co) ' f + a> cos (i^', cö') • /^== , 
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oder, wenn wir wieder mit ^ den spitzen Winkel zwischen der 
Querschnittsnormalen und der Wirbelachse bezeiclinen, und außer- 
dem bedenken, daß die Wirbelachsen o, m in dem nämlichen Sinne, 
die inneren Normalen r, v dagegen in entgegengesetztem Sinne 
gerichtet sind: 

wf cos ^ — (of cos *' = , (317) 

was mit (314) kombiniert den Satz ergibt: Für einen unendlich 
dünnen Wirbelfaden besitzt das Produkt der Wirbelge- 
schwindigkeit in den Normalquerschnitt an allen Stellen 
des Fadens und zu allen Zeiten den nämlichen Wert. Man 
nennt dies Produkt auch das „Moment^ des Wirbelfadens. 

Die Gültigkeit der im Vorstehenden entwickelten Qesetze der 
Wirbelbewegungen ist selbstverständlich geknüpft an die Voraus- 
setzung Tollkommen elastischer (§ 53) Flüssigkeiten und eines Kräfte- 
potentials (263). In der Natur finden stets mehr oder weniger be- 
trächtliche Abweichungen von dieser Voraussetzung statt, welche 
zur Folge haben, daß, entgegen jenen Gesetzen, Wirbel sowohl ent- 
stehen als auch vergehen können. Derartige Abweichungen werden 
namentlich bedingt durch die Erscheinungen der Eeibung und der 
Wärmeleitung. Die Beibung bewirkt, daß im Innern der Flüssigkeit 
Druckkräfte auftreten, welche nicht von der augenblicklichen Defor- 
mation, sondern von der augenblicklichen Deformationsgeschwindig- 
keit abhängen (§ 78), die Wärmeleitung bewirkt, daß der Druck nicht 
allein von der Dichte abhängt und daher die Gleichung (211) nicht 
erfüllt ist Nur in den Grenzfällen der unendlich großen Wärme- 
leitung (isotherme Vorgänge) und der unendlich kleinen Wärmeleitung 
(adiabatische Vorgänge) kann man, wie wir im § 56 gesehen haben, 
die Flüssigkeit als vollkommen elastisch ansehen und daher bei konser- 
vativen Massenkräften die Wirbelgesetze für sie als gültig annehmen. 

Zweites Kapitel. Wirbelfreie Bewegungen. 

§ 61. Nachdem wir durch die Integration der allgemeinen 
hydrodynamischen Gleichungen die fundamentale Bedeutung der 
Wirbelbewegungen kennen gelernt haben, ergibt sich für die fol- 
gende Behandlung naturgemäß die Einteilung der Flüssigkeits- 
bewegungen in wirbelfreie (irrotationale) und Wirbelbewegungen. 
Wir betrachten zunächst die ersteren. Für sie ist charakteristisch 
die Bedingung: 

rot q = , (318) 
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oder aach: 




(319) 


q — — grady, 



d. L es existiert eine Funktion q>, das „Geschwindigkeitspotential", 
deren partielle Abgeleitete nach o;, y, z die bezttglichen Kompo- 
nenten der Geschwindigkeit liefern. (Vgl. oben (217) und (218).) 
Wir wissen ans dem Vorhergehenden, daß, wenn die Gleichung 
(318) bzw. (319) für irgendeinen Zeitpunkt gilt, dies auch ffir alle 
anderen Zeiten der Fall ist 

Gewöhnlich definiert man das Geschwindigkeitspotential q> mit 
entgegengesetztem Vorzeichen als wir es hier tun, indem man in 
der Gleichung (319) das + Zeichen setzt Wenn wir aber die 
Analogie mit dem Eräftepotential und dem elastischen Potential, 
sowie auch mit dem elektrischen und thermodynamischen Potential 
aufrecht erhalten wollen, so müssen wir auch beim Geschwindig- 
keitspotential die Sichtung des Vektors q der des betreffenden 
Gradienten entgegengesetzt annehmen. Dann ist die Greschwindig- 
keit| ebenso wie die Eraft beim Kr&ftepotential, im Sinne des 
abnehmenden Potentials gerichtet In dem Ausdruck des Ge- 
schwindigkeitspotentials bleibt nach (319) eine additive Zeitfunk- 
tion yöllig unbestimmt und daher physikalisch bedeutungslos. 

Einen guten Überblick über den Geschwindigkeitszustand der 
Flüssigkeit in irgendeinem Zeitpunkt t verschafft man sich durch 
die Eonstruktion der Flächen konstanten Geschwindigkeitspoten- 
tials: g> = const, und der dieselben senkrecht durchschneidenden 
Eurven : 

(320) dx:eiy:^. = ^:|2:Jf, 

der sogenannten „Stromlinien", welche in jedem ihrer Punkte die 
Bichtung der Geschwindigkeit angeben, in yollkommener Analogie 
mit den Niyeauflächen und Eraftlinien (I. § 40). Da eine Strom- 
linie stets von höherem zu tieferem Geschwindigkeitspotential geht» 
so kann sie nicht in sich selber zurücklaufen, falls das Geschwindig- 
keitspotential eindeutig und stetig ist Wir werden freilich später 
(§68) auch auf wirbelfreie Fiüssigkeitsbewegun gen mit geschlossenen 
Stromlinien stoßen und dann die Folgerung ziehen müssen, daß eine 
bestimmte wirbelfreie Bewegung auch ein mehrdeutiges oder ein 
unstetiges Geschwindigkeitspotential besitzen kann. 

Aus dem Begriff der Stromlinie entspringt auch sogleich der 
des „Stromfadens'' oder der „Stromröhre^, welche dadurch charak- 
terisiert ist, daß ihre Mantelfläche yon Stromlinien gebildet wird 
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der Stromfaden verhält sich znr Stromlinie genau ebenso wie der 
Wirbelfaden zur Wirbellinia Die t'lächen konstanten Oeschwindig- 
keitspotentials sind natfirlich zu den Stromfäden orthogonal 

Wenn die Flfissigkeitsbewegang nicht stationär ist, wird das 
System der Stromlinien nnd Stromfäden zu verschiedenen Zeiten 
verschieden sein, d. h. die Stromlinien werden sich mit der Zeit 
verändern. Doch ist dabei wohl zu beachten, daß es keinen Sinn 
hat, von der Bewegung einer bestimmten Stromlinie zu sprechen. 
Denn die FlQssigkeitspunkte, welche zu einer gewissen Zeit eine 
Stromlinie bilden, werden das zu einer anderen Zeit nicht mehr 
tun« Es ist also im allgemeinen gar nicht möglich, einer Stromlinie 
zu einer Zeit eine bestimmte Stromlinie zu einer anderen Zeit 
zuzuordnen. Hierin liegt ein prinzipieller Unterschied der Strom- 
linien gegenüber den Wirbellinien, welche ja stets von den näm- 
lichen Flüssigkeitspunkten gebildet werden und daher eine indivi- 
duelle Bedeutung besitzen. 

^■i Da die Bedingung der Wirbellosigkeit am bequemsten mittels 
der Saumkoordinaten x, y, z als unabhängigen Variabein ausgedrückt 
wird, so eignen sich zur Darstellung der wirbelfreien Bewegungen 
am besten die Bewegungsgleichungen in der Euler sehen Form (268). 
Dieselben lassen sich mit Benutzung von (319) schreiben: 

usw., und liefern, nach x, y, z integriert: 

oder, da, wie wir schon bemerkt haben, in dem Werte des Ge- 
schwindigkeitspotentials eine additive Zeitfunktion willkürlich ist: 

if!±^±!fi + 7 + P-|f = 0. (321) 

Zu dieser Gleichung kommt noch die Kontinuitätsgleichung (259) 
hinzu, und die durch die Natur der Flüssigkeit bedingte Beziehung 
zwischen Druck und Dichta Dann hat man drei Gleichungen, aus 
denen die drei Größen 9), j?, l mit Hilfe der dem besonderen Fall 
entsprechenden Anfangs- und Grenzbedingangen als Funktionen 
der unabhängigen Variabein x^ y, z^ t bestimmt werden können. 

§ 62. Stationäre Bewegung einer inkompressibeln 
Flüssigkeit. Wenn die Bewegung stationär ist, sind die Größen 
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-^^-^f -^ alle = 0, und man erhält dnrch Integration dieser 
Gleichungen nach x^ y^ z: 

-^ = const 

Wenn ferner die FltLssigkeit inkompressibel und schwer ist, so 
nimmt P den Wert (277), 7 den Wert (280) an, und die Gleichung 

(321) geht über in: 

(322) p^ — ^{u^ + t^ + w^) — igz + const, 

während die Eontinuitätsgleichung (259) sich reduziert auf: 

(323) Jgp — 0. 

Das ist die bekannte Laplacesche Gleichung (L (129)). Jede 
von der Zeit t unabhängige Lösung dieser Differentialgleichung 
stellt eine in der Natur mögliche wirbelfreie stationäre Bewegung 
einer inkompressibeln Flüssigkeit dar, bei welcher der Druck p 
durch (322) bestimmt ist Wie man sieht, setzt sich der Druck 
aus zwei Teilen zusammen, von denen der erste häufig als hydro- 
dynamischer, der zweite, mit (282) identische, als hydrostatischer 
Druck bezeichnet wird. Der hydrodynamische Druck hängt nur 
yon der Größe der Geschwindigkeit ab, und zwar ändert er sich 
mit ihr in entgegengesetztem Sinne. Mit der Richtung der Flüssig- 
keitsbewegung hat aber weder der Druck selber, noch das Druck- 
gefälle irgend etwas zu tun, wofOr wir in den folgenden Para- 
graphen einige bemerkenswerte Beispiele kennen lernen werden. 

Fassen wir innerhalb der Flüssigkeit einen bestimmten fest 
abgegrenzten Baum ins Auge und integrieren die Eontinuitäts- 
gleichung (323) über diesen Baum, so ergibt sich nach (82): 



(324) p^^dö 



0. 



Diese Gleichung gewinnt eine sehr anschauliche Bedeutung, 
wenn man bedenkt, daß 

(325) — * Jjdöd« = kq^dödt 

diejenige Flüssigkeitsmenge darstellt, welche in der Zeit dt durch 
das Flächenelement da in das Innere des Baumes hineinströmt Sie 
besagt nämlich, daß die im ganzen durch alle Oberflächenelemente 
in den betrachteten Baum hineinströmende Flüssigkeitsmenge gleich 
Null ist, oder daß ebensoviel Flüssigkeit hinaus- wie hineinströmt 
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Wenn der betrachtete Baum ein beliebig langes Stück einer 
Stromröhre yon beliebig großem Querschnitt ist, so fallen diejenigen 
Teile des Oberflächenintegrals (324), die sich auf die Mantelfläche 
der Bohre beziehen, fort, und die Gleichung reduziert sich auf den 
Satz, daß in einer Stromröhre durch jeden Querschnitt die nämliche 
Flussigkeitsmenge strömt Diese Menge ist daher für die betreffende 
Stromröhre charakteristisch, man bezeichnet sie, auf die Zeiteinheit 
bezogen, auch als die „Stromintensität^ oder „Stromstärke'' der Bohre: 



— »fö 



dö, (326) 



wo nun das Integral über irgendeinen beliebig geformten Querschnitt 
der Bohre zu erstrecken ist, und die Bichtung von v im Sinne der 
Strömung gewählt werden muß. 

Läßt man den Querschnitt mit einer Fläche g> = const zu- 
sammenfallen, so wird die Bichtung yon v diejenige der Geschwindig- 
keit q, und man erhält: 

J=kfqdc. (327) 

§ 63. Bei jeder beliebigen Stromröhre kann man sich die 
Mantelfläche durch eine feste Wand ersetzt denken, ohne die 
Flüssigkeitsbewegung dadurch irgendwie zu stören; denn die für 
die feste Wand gültige Grenzbedingung, daß die Normalkomponente 
der Geschwindigkeit verschwindet, ist an der Mantelfläche der 
Stromröhre stets erfüllt Dadurch gewinnen die Stromröhren un- 
mittelbar praktische Bedeutung. Ist der Querschnitt nicht zu groß 
und die Strömungsgeschwindigkeit nicht zu ungleichmäßig an Größe 
und Bichtung in den verschiedenen Punkten eines Querschnitts, wie 
das z. B. bei Wasserleitungen vorkommt, so kann man mit gewisser 
Annäherung die Flächen konstanten Geschwindigkeitspotentials als 
eben betrachten und in (327) q vor das Integralzeichen setzen; 

mithin: 

J^Jc-q-f, (328) 

wo f den normalen Querschnitt der Bohre bezeichnet Da J und Ic 
längs der ganzen Bohre konstant sind, so ist demnach die Größe 
der Geschwindigkeit umgekehrt proportional dem Querschnitt f 
der Bohre, oder: 

g = ^, (329) 

wenn irgendein bestimmter Querschnitt, z. B. der Anfangsquer- 
schnitt, mit dem Index Null bezeichnet wird. Daraus ergibt sich 
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dann auch nach (322) der Druck in irgendeinem Querschnitt f der 
Bohre: 

(330) j,_j,, = _|g,2^^*_l) + ig,(^^_;,). 

Wie man sieht, ist der Druck an den engsten Stellen der Söhre 
am kleinsten, und zwar kann man, prinzipiell genommen, bei be- 
stimmtem 9o luid /J) durch gehörige Verengerung des Itohres, d. h. 
durch gehörige Verkleinerung von /) eine beliebige Abnahme des 
Druckes, entsprechend der Zunahme der Geschwindigkeit, er- 
zielen. Bohrt man an einer solchen engen Stelle ein feines Loch 
in die Wandung des Bohres und stellt dadurch eine Kommuni- 
kation her mit der unter normalem Druck jpo befindlichen Außen- 
luft, so wird durch die Druckdifferenz Po-'JP <^i6 Luft in das Bohr 
getrieben und von der Flüssigkeit mit fortgerissen. Von diesem 
Umstand wird u. a. bei den hydraulischen Luftpumpen Gebrauch 
gemacht Auch die sogenannten Zerstaubungsapparate beruhen 
auf der Abnahme des Druckes mit wachsender Geschwindigkeit. 

Das yon der Schwere herrührende Glied der Beziehung (330) 
kann ebenfalls dazu benutzt werden, um den Druck p zu yerkleinern, 
so z. B. bei der Bunsenschen Wasserluftpumpe, bei der das Wasser 
in einem vertikalen zylindrischen (f=^fo) Bohr herabfällt, so daß 
die Druckdifferenz an zwei Stellen einfach proportional ist der 
Höhendifferenz Zq=2. 

Die Gleichungen (329) und (330) lassen sich auch umgekehrt 
dazu verwerten, um bei gegebener Druckdifferenz Pq — p am An- 
fang und Ende der Bohre die stationären Geschwindigkeiten q^ 
und q zu finden, mit denen die Flüssigkeit das Bohr durchströmt 
Berechnen wir z. B. die stationäre Ausflußgeschwindigkeit aus 
einem oben weiten, unten engen Bohr, indem wir annehmen, daß 
das obere Niveau der Flüssigkeit unter dem Drucke Po, die Aus- 
flußöffnung dagegen unter dem Drucke j? gehalten wird. Dann ergibt 
sich, wenn wir f gegen /o vernachlässigen und die Höhendifferenz 
der beiden Niveaus mit h bezeichnen, aus (330) und (329) für die 
Ausflaßgeschwindigkeit: 

(331) a^^2gh+^(po-p). 



Ist der Druck oben und unten gleich groß, so ist q = y2gh, 
d. h. die Ausflußgeschwindigkeit ist ebenso groß wie die Geschwindig- 
keit eines durch die Höhe h frei herabgefallenen Körpers (Theorem 
von Torri colli). Durch eine Druckdifferenz aber wird, je nach 
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ihrem Vorzeichen, der Ausfloß beschleunigt oder verzögert Damit 
q reell bleibt, darf jedoch die Druckdifferenz den Wert — hhg nicht 
unterschreiten. Im Grenzf all wird die stationäre Ausflußgeschwindig- 
keit Null, und wir erhalten für die Druckdifferenz die bekannte 
Barometerformel (283). 

In Wirklichkeit ist die Ausflußmenge der Flüssigkeit stets be- 
trächtlich (etwa um ein Drittel) kleiner als die aus der AusfluBr 
geschwindigkeit (331) und der Größe f der Ausflußöffnung nach (328) 
berechnete. Dies rührt im wesentlichen daher, daß die Fläche 
g> = const. in der Ausflußöffnung keineswegs eben, sondern, yon 
außen betrachtet, konkav ist, da die Stromlinien sich, aus dem 
Innern der Flüssigkeit kommend, gegen die enge Ausflußöffnung hin 
zusammendrängen, ähnlich wie die Erzeugenden eines Kegels gegen 
die Spitze desselben. Daher verhalten sich die Flächen 9) = const 
hier ähnlich wie die Eugelflächen, welche die Eegelspitze konzentrisch 
umgeben. Die Folge davon ist, daß die Strömungsgeschwindigkeit in 
den verschiedenen Punkten der Ausflußöffnung nicht gleichgerichtet 
ist, wie das bei der Anwendung der Gleichung (328) vorausgesetzt 
wird, sondern daß die Stromlinien konvergieren und daher der 
Querschnitt der Stromröhre sich hinter der Ausflußöffnung, da, wo 
die Flüssigkeit schon einen freien Strahl (§ 67) bildet, noch etwas 
mehr verengert Besseren Anschluß an die Wirklichkeit erhält 
man offenbar, wenn man in der Gleichung (328) für f statt der 
Größe der Ausflußöffnung den kleineren Querschnitt einsetzt, welchen 
der Flüssigkeitsstrahl nach erfolgter Eontraktion besitzt, weil dort 
die Stromlinien eher parallel verlaufen. 

Eine bedeutende Steigerung der Ausflußmenge läßt sich er- 
zielen durch ein passend gewähltes zylindrisches oder noch besser 
konisches, nach außen sich erweiterndes Ansatzrohr. Dies Mittel 
läuft offenbar im wesentlichen darauf hinaus, die Stromlinien beim 
Ausfluß parallel bzw. divergent zu machen und dadurch die Eon- 
traktion des Strahles zu vermeiden. Näheres über die Strömung 
in einem konischen Sehr findet sich im folgenden Paragraphen. 

Wenn die Söhrenwandung nicht überall stetig gekrümmt ist, 
sondern an einer Stelle einen Winkel bildet, so besitzt diejenige 
Stromlinie, welche in der Wandung verläuft und durch die Spitze 
des Winkels hindurchgeht, in diesem Punkt eine Singularität, da 
hier die Sichtung der Linie zweideutig wird. Die Eomponenten 
der Strömungsgeschwindigkeit sind also in einem solchen Winkel 
entweder Null oder unendlich. Welcher von beiden Fällen eintritt 

Planck, Heebanik deformlerbarer Körper« i. Aufl. 10 





Fig. 11. 
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erbellt aus folgender Betrachtung. Bildet die Wand, von der 
Massigkeit aas gesehen, einen konkaven Winkel «jt), wie im 
Ponkte A der Fig. 11, so verlaufen die auf die Wandung recht- 
winklig aufstoßenden, in der 
Figur durch Linien bezeich- 
neten Flächen fp = const in 
der Art, daß sie bei der An- 
näherung an A sich von der 
singulären, durch A hindurch- 
gehenden Potentialfläche ent- 
fernen. Dann wird also der 
Gradient von g> und niit ihm 
die Größe der Geschwindig- 
keit im Punkte A gleich Null 
(vgl I. § 40), infolgedessen nach (332) der Druck p ein Maximum. 
Bildet aber die Wand einen konvexen, in die Flfissigkeit einspringen- 
den Winkel (>;»:), wie im Punkte B derselben Figur, so konver- 
gieren die Flächen konstanten Geschwindigkeitspotentials gegen den 
singulären Punkt, der Gradient von 9) und die Größe der Geschwin- 
digkeit wird dort also oc, folglich der Druck jp = — oc, und die 
Flüssigkeit mtlßte eine unendlich große Eohäsion besitzen, um dort 
nicht zu zerreißen. 

§ 64. Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung einiger einfacher 
partikulärer Lösungen der Potentialgleichung (323) und der ihnen 
entsprechenden Flüssigkeitsbewegungen. Die einfachste Lösung ist 
die, daß g) linear von o;, y, z abhängt. Ihr entspricht eine gleich- 
förmige Translationsbewegung der Flüssigkeit, die hier nicht welter 
interessiert 

Eine allgemeinere Lösung ist (nach I. (125) und (129)): 

(332) ^=2^% 

wo ri die Entfernung des Aufpunktes von einem festen Zentrum 1, 
^1 eine für dieses Zentrum charakteristische Eonstante bezeichnet, 
und die Snmmation über beliebig viele verschiedene Zentren zu 
erstrecken ist Da das Geschwindigkeitspotenüal bei unbegrenzter 
Annäherung des Aufpunktes an irgendein festes Zentrum unend- 
lich groß wird, müssen die festen Zentren selber von dem Flüssig- 
keitsraum ausgeschlossen gedacht werden, was durch beliebige 
kleine geschlossene Flächen geschehen kann, welche die einzelnen 
Zentren unmittelbar umgeben. 
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Betrachten wir zunächst den speziellen Fall eines einzigen 
Zentrums: 

9P=-^- (333) 

Hier sind die Flächen konstanten Oeschwindigkeitspotentials 
die konzentrischen Kugelflächen, die Stromlinien also die Er- 
zeugenden des geradlinigen orthogonalen Strahlenbündels. Ist ii 
positiv, so strömt die Flüssigkeit yom Zentrum nach allen Sich- 
tungen fort und wir haben dort einen sogenannten ^QueUpunkt^. 
Ist II negatiy, so wird die Flüssigkeit yon allen Seiten im Zentrum 
eingesogen, es befindet sich dort ein „Senkpunkt". Die GrOße der 
Geschwindigkeit, genommen in der Richtung yom Zentrum nach 
außen, ist: 

-1^ = ^. (334) 

sie ändert sich also umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent- 
fernung und wird im Zentrum selber :=» + oo. Infolgedessen ist nach 
(322) der Druck j7 im Zentrum stets — oc, einerlei, ob es sich um eine 
Quelle oder um eine Senke handelt. Wir haben hier einen beachtens- 
werten Unterschied gegenüber den stationären galyanischen oder 
thermischen Strömungen, die von einer punktförmigen Elektrode 
bzw. yon einer punktförmigen Wärmequelle ausgehen und die auch 
durch die Laplacesche Differentialgleichung dargestellt werden 
Dort hängt nämlich die Bichtung der Strömung ab yom Potential- 
bzw. Temperaturgefälle und wechselt mit diesem ihr Vorzeichen, 
hier nimmt der Druck nach außen stets zu, einerlei ob die Flüssig- 
keit nach außen oder nach innen strömt Der Grund für dies ab- 
weichende Verhalten liegt in der Trägheit der Flüssigkeit Denn 
das Druckgefälle liefert eine hier stets nach innen gerichtete Kraft, 
welche nötig ist, um im Falle der Quelle die Geschwindigkeit der 
nach außen strömenden Flüssigkeit allmählich zu yerzögem, im 
Falle der Senke die Geschwindigkeit der nach innen strömenden 
Flüssigkeit allmählich zu steigern. 

Eine jede beliebige yom Zentrum als Spitze ausgehende Eegel- 
fläche kann man durch eine feste Wand ersetzt denken, und er- 
hält so u. a die Gesetze des Ausflusses durch eine konisch ge- 
formte Ansatzröhre, welcher im yorigen Paragraphen zur Sprache 
kam. Die Eonstante n steht in engem Zusammenhang mit der Er- 
giebigkeit der Quelle. Denken wir uns durch die Flüssigkeit eine 
bestimmte Fläche yon beliebiger Form gelegt, welche den Quell- 

10» 
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paukt ringsherum einschließt, so ist wegen des stationären Za- 
standes die im ganzen in der Zeiteinheit durch die Fläche nach 
außen strömende Flüssigkeitsmenge gleich der in derselben Zeit 
von der Quelle gelieferten Menge, also ganz unabhängig von der 
Form der Fläche; wir nennen sie die „Intensität** J oder die 
„Stärke"* der Quelle. Dieselbe berechnet sich am einfachsten, wenn 
wir der gedachten Fläche die Form einer um den Quellpunkt als 
Zentrum gelegten Kugel geben. Dann erhalten wir fOr die Inten- 
sität der Quelle nach (325) und (334): 

(335) J= — Jk Af d<i = h^ fdc = \jtJcii. 

Diese Gleichung stellt zugleich eine Verallgemeinerung der 
Beziehung (324) dar, welche nur dann gilt, wenn der von der 
Fläche umschlossene Raum keinen singalären Punkt enthält 

Gehen wir nun weiter zur Betrachtung des allgemeinen Falles 
(332) beliebig vieler Quell- und Senkpunkte, so finden wir dort ganz 
entsprechende Beziehungen. Die Stromlinien beginnen in den Quell- 
punkten und endigen entweder in den Senkpankten oder laufen 
ins Unendliche. Für die Ergiebigkeit eines einzelnen singulären 
Punktes ist seine Eonstante fi maßgebend, indem sie nach (335) 
die Intensität J der Quelle bzw. Senke liefert Denn in der un- 
mittelbaren Umgebung des Punktes ist der Einfluß aller anderen 
Quellen zu vernachlässigen, und dementsprechend ^sind die Flächen 
konstanten Geschwindigkeitspotentials dicht an der Quelle die die- 
selbe umgebenden konzentrischen Kugelflächen. 

Denken wir uns in der Flüssigkeit durch irgendeine geschlossene 
Fläche einen gewissen Raum abgegrenzt, so ist wegen des statio- 
nären Zustandes die im ganzen in der Zeiteinheit durch die Fläche 
nach außen strömende Flüssigkeitsmenge gleich der algebraischen 
Summe der in derselben Zeit von den innerhalb des Raumes ge- 
legenen Quell- und Senkpunkten gelieferten Mengen, oder nach 
(325) und (335): 



*/j?d(i=2^* = 4^*2i"<' 



also: 



(336) /^d(i = 4^2^M 

indem wir mit dem Index i die inneren, von der Fläche 6 um- 
schlossenen singulären Punkte bezeichnen, während v^ wie immer, 
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die innere Normale bedeutet Diese Beziehung faßt die spezielleren 
Gleichungen (324) und (335) in ein allgemeineres Gesetz zusammen, 
sie wird nach ihrem Entdecker oft auch als die Ganßsche Glei- 
chung bezeichnet 

Wir betrachten noch einige spezielle Anwendungen. Für 
zwei Quellpuskte yon der nämlichen Intensität wird das Geschwin- 
digkeitspotential: 

^'^^''(■k + ky ^^^''^ 

Da die Ebene, welche die Verbindungslinie der beiden Quell- 
punkte in ihrer Mitte rechtwinklig schneidet, als Symmetrieebene 
von lauter Stromlinien gebildet wird, so kann man sie durch eine 
feste Wand ersetzt denken^ und erhält so mittels einer schon im 
§ 47 angestellten Überlegung die FlfissigkeitsstrOmung aus einem 
Quellpunkt gegen eine feste Wand. 

Besitzen die beiden Quellpunkte entgegengesetzt gleiche Inten- 
sität, so wird das Geschwindigkeitspotential: 

9' = ^(-.^ + ^)- (338) 

Dann strömt die Flüssigkeit aus der Quelle 2 in die Senke 1, 
indem die Stromlinien in 2 beginnen und in 1 endigen. Wenn die 
beiden Zentren einander außerordentlich nahe rücken, so daß etwa 1 
die Koordinaten g, rj, C, 2 die Koordinaten gH-4g, tj + A^y £ + ^£ 
besitzt, so geht der Ausdruck (338) über in: 




Beim Übergang zur Grenze J <=^ kann man fi derartig wachsen 
lassen, daß die Produkte ii'/i§, ii^Arj^ [i-AC, endlich bleiben. Be- 
zeichnen wir sie mit (li, f^fj, /i};, so erhalten wir für das Geschwin- 
digkeitspotential den endlichen Ausdruck: 

4 öl öl 

9' = «-jJ + ^i?-ö^ + ^öf- (339) 

Ein solches aus zwei unendlich benachbarten Quellpunkten 
yon entgegengesetzt gleicher unendlich großer Intensität bestehen- 
des Gebilde nennt man eise „Doppelquelle**. Der konstante Vektor, 
dessen Komponenten ^$, (itj, /n; sind, heißt das „Moment*^, seine 
Sichtung (von der Senke zur Quelle) die „Achse"" der Doppelquelle. 
Die Stromlinien laufen yon der Quelle in derJßichtung der Achse aus 
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nnd kehren in kleinerem oder größerem Bogen zur Senke znrftck. 
Eine Yertanschong von Qnelle und Senke ändert nnr den Sinn der 
Strömung, nicht aber die Lage der Stromlinien. Da die Ent- 
fernung r des Aufpunktes vom singulftren Punkt die Koordinaten 
der beiden Punkte nur in der Verbindung x — |, y — 9, z — g 
enthält, so kann man statt (339) auch schreiben: 

^1 öl c^l 

(340) q> ii^^-f^^-^^^ 

und erkennt an dieser Form unmittelbar, daß die Funktion g> tat- 
sächlich der Laplaceschen Gleichung (323) genügt. 

§ 65. Als weitere Anwendung der entwickelten Theorie wollen 
wir noch einen Fall behandeln, der sich auf die hier vorausgesetzten 
Vereinfachungen znr&ckfnhren läßt: die gleichförmigeBewegung 
einer festen Kugel in einer inkompressibeln Flüssigkeit 
Nach dem Prinzip der Belativität (I. § 59) sind nämlich die Ge- 
setze dieser Bewegung ganz dieselben wie die einer ruhenden 
Kugel in einem gleichförmigen Flüssigkeitsstrome^ und 
dieser Fall stellt ja eine stationäre Flüssigkeitsbewegung von der 
hier betrachteten Art vor. Statt der mit der gleichförmigen Ge- 
schwindigkeit a etwa in der Richtung der ^sr- Achse bewegten Kugel 
substituieren wir also eine mit dem Zentrum im Koordinatenanfangs- 
punkt ruhende Kugel, welche rings you einem Flüssigkeitsstrom 
umspült wird. Dieser Strom besitzt an allen Stellen, die von der 
Kugel so weit entfernt sind, daß dieselbe keinen Einfluß mehr ausübt, 
also in unendlicher Entfernung yom Anfangspunkt, die konstante 
Geschwindigkeit — a in der Richtung der ^r- Achse. 

Die Aufgabe ist gelöst, wenn es gelingt, einen Ausdruck für 
das Geschwindigkeitspotential q> aufzustellen, der die Laplacesche 
Gleichung erfüllt und außerdem den Grenzbedingungen genügt. Die 
Grenzen der Flüssigkeit sind r^==^B (Radius der Kugel) und r = ao. 
Für r = cx> ist nach dem Obigen 

(341) q>^^az^ 

und für r «» £ ist die Normalkomponente der Geschwindigkeit zur 
Kugeloberfläche gleich Null, also: 



(3^2) fö,. 
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Um alle diese Bedingnsgen zu erfollen, setzen wir: 

q>=^az + ip\ (343) 

dann muß die Funktion g> der Laplaceschen Oleichung genfigen, 
und außerdem den Grenzbedingungen: 

fürr = oc: 9p' = 0, 

Nun läßt sich leicht zeigen, daß man die LOsung dieser letzten 
Aufig;abe erhält, wenn man q>' gleich der Potentialfunktion einer 
Doppelquelle setzt, also: 



öl 



r 2 



9>=^-5y — — ^;3»- (345) 

Denn erstens genügt tp der Laplaceschen Gleichung, zweitens 
verschwindet q> ffir r »=: oo, und drittens ergibt sich aus (344) ffir 
H der konstante Wert: 

^ = _ljB»a. (346) 

Wenn in den Gleichungen (344) und (345) die Differential- 
quotienten ^ und ^ gleiche Werte besitzen, nämlich beide den 

Wert ^ , so darf man darin keinen Widerspruch erblicken. Ein 

solcher würde nur einem mangelhaften Verständnis der Bedeutung 
jener Symbole entspringen. Er wird auch formell yermieden, 
wenn man ausführlicher schreibt: 

(Bk-(a,.. . («') 

d. h. auf der linken Seite der Gleichung ist z als Funktion der 
Polarkoordinaten r, ^, g), auf der rechten dagegen ist r als Funktion 
der geradlinigen Koordinaten o?, y, z zu denken. 

Durch Berücksichtigung yon (345) und (346) erhält man als 
Lösung der ganzen Angabe den gesuchten Ausdruck des Ge- 
schwindigkeitspotentials aus (343): 

<p^az[\ + \(^)y (348) 

Da q> nur von z und r abhängt^ so ist die Strömung symmetrisch 
zur ;?- Achse, und die Stromlinien verlaufen in den durch die ^er-Achse 
gehenden Ebenen, wie natürlich. 
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^ 

Die Oeschvindigkeitskomponenten sind nach (348): 



(349) 



u = — 3r^ = — J5?a- -X 



w 



— ^.— «{'+i(?)"('-¥)}- 



Um die Stromlinieii za flndeD, die in irgendeiner dorch die 
;?- Achse gellenden Ebene verlaufen, f&hren wir statt x und y die 
Entfernung q Ton der 2r-Achse ein: 

(350) Q^ = x^ + y\ 
also 

(351) H = p« + ^«. 

Dann lautet die Differentialgleichung der Stromlinien: 

und nach (349): 

d.:d._ljj.a.e|:-a{i+i(|)'{i-?))- 

Wenn wir hier z durch r und q ersetzen, vermittelst der Be- 
ziehungen: 

jj" = r* — p* und zdz = rdr — gdg , 
so ergibt sich nach gehöriger Seduktion: 

und daraus durch Integration: 

log {l— ( Jf} + 21oge -= const. 

oder: 

(352) e* • { 1 - [jf] = const (> 0) 

als Gleichung für das Stromliniensystem. Dasselbe ist vom Kugel- 
radius jB, aber nicht von der Größe der Geschwindigkeit a ab- 
hängig. Läßt mau die const alle Werte von bis oc durchlaufen, 
so erhält man sämtliche Stromlinien. Fflr const = oo wird q=^oc 
und damit auch r = oo, und die Geschwindigkeit gleicbförmig 
"= — a. Für const = aber wird entweder p = oder r^==B, 
d. h. die Stromlinie zerfällt in zwei verschiedene Teile, von denen 
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der eine mit der ;?-Acbse (außerhalb der Kugel) zusammenfällt, der 
andere in der Kugelfläcbe verläuft. In den Übergangspunkten 
^ = 0, £r==+jB, den „Polen" der Kugel, erleidet die Stromlinie 
einen rechtwinkligen Knick; hier wird die Geschwindigkeit =» 0, 
und die Stromlinie spaltet sich in unendlich viele Äste, welche 
die Kagel unmittelbar umschließen. 

Es ist von Interesse, zu untersuchen, wieviel Zeit ein auf der 
positiven 2:-Achse befindlicher Flüssigkeitspunkt braucht, um zum 
Pol z=i + B der Kugel zu gelangen. Da für die Bewegung dieses 
Pxmktes a; = 0, i/ = 0, r = ;gr, so ergibt sich für die fragliche Zeit 
aus (349): 

X R 

d. h. die Zeit, die ein Flüssigkeitsteilchen braucht, um an der Kugel 
vorbeizugelaogen, wächst unbegrenzt, je näher seine Bahn an der 
Kugeloberfläche liegt 

Die Geschwindigkeit, mit der die Flüssigkeit dicht an der 
Kugelfläche vorbeiströmt, ergibt sich aus (349), wenn man darin 
r =» jB setzt; sie beträgt 

||.a; (354) 

3 

ihren größten Wert: ya, erreicht sie in der Aquatorialebene der 

KugeL Im übrigen ist sie auf den beiden durch diese Ebene ge- 
trennten Kugelbälften vollkommen symmetrisch angeordnet 

Endlich wollen wir noch nach dem Druck fragen, welcher 
von der Flüssigkeit auf die Kugel ausgeübt wird, namentlich weil 
sich aus ihm auch die resultierende Kraft berechnet, mit welcher 
ein Flüssigkeitsstrom auf eine ruhende Kugel wirkt, bzw. der 
Widerstand, den eine bewegte Kugel in einer ruhenden Flüssigkeit 
erfährt 

Für den Druck p auf die Kugel ergibt sich aus (322), wenn 
wir die Schwere vernachlässigen und für die Größe der Gteschwin- 
digkeit den Wert (354) einsetzen: 

p = const — g-f;^) «**» 

oder, wenn wir den Druck im ungestörten Flüssigkeitsstrome, also 
für die Geschwindigkeit a, mit Pq bezeichnen: 
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Er ist anabhängig von der Bichtung der Strömung, am größten 
an den Polen der Engel, am kleinsten an der Äqnatorialebene^ 
und symmetrisch zu beiden Seiten derselben. Setzen wir nun die 
auf alle Flächen elemente der Engel wirkenden Druckkräfte p 'do 
zu einer Besultierenden zusammen, so erkennt man ohne besondere 
Bechnung aus der Symmetrie dieser Eräfte für positive und nega- 
tive Zj daß die Besultierende verschwindet Mit andern Worten: 
Ein Fliissigkeitsstrom übt gar keine Wirkung auf eine in ihm 
ruhende starre Engel aus, oder eine gleichförmig bewegte Eugel 
erfährt in einer ruhenden Flüissigkeit keinen Widerstand« 

Dieses Resultat steht zu allen Erfahrungen in klaffendem 
Gegensatz und bildet daher von jeher ein berühmtes Paradozon 
der Hydrodynamik. Es findet seine Erklärung in dem Umstand, 
daß in den hier benutzten Gleichungen ein für die vorliegende 
Frage wesentliches Glied nicht berücksichtigt ist, nämlich der Ein- 
fluß der Beibung, und zwar namentlich derjenigen Beibang, die 
sich an der Berührungsfläche der beiden Substanzen geltend macht. 
Dieselbe bewirkt nämlich, daß in Wirklichkeit an der Oberfläche 
der Eugel nicht nur die Normalkomponente, sondern auch die 
Tangentialkomponente der Geschwindigkeit Null ist, daß also die 
Flüssigkeit an der Eugeloberfläche vollkommen fest haftet Wir 
werden diesen Fall später (§ 80) noch weiter verfolgen. 

§ 66. Wir gehen jetzt über zur Untersuchung einer weiteren 
Elasse von partikulären Lösungen der Laplaceschen Gleichang 
für das Geschwindigkeitspotential g>, nämlidi derjenigen, bei wel- 
cher die Funktion g> nur von den beiden Eoordinaten x und y, 
nicht aber von e abhängt, so daß: 

(356) S + 5^ = 0. 

Dann reduziert sich das Problem auf ein zweidimensionales, 
in vieler Hinsicht einfacheres. Die Äquipotentialflächen g> «» const 
sind dann Zylinderflächen, parallel der 2*- Achse, und können durch 
Linien in der xy-Ebene, die Äquipotentiallinien, dargestellt werden. 
Das System der Stromlinien wird dann durch die zu diesen ortho- 
gonalen Linien in derselben Ebene dargestellt 

Eine sehr allgemeine Methode zur Integration der DifiiBrential- 
gleichung (356; beruht auf der Einführung komplexer Größen. Es 
läßt sich nämlich leicht zeigen, daß eine jede analytische Funktion 
der Eomplexen x + iy==^z Aiilaß gibt zu einer Lösung der Glei- 
chung (356) und daher sich physikalisch deuten läßt als eine 
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wiibelfreie stationäre Bewegung einer inkompressibeln Flüssigkeit 
Bezeichne w eine solche Funktion, also: 

w^f{x + iy) = f{z\ (357) 

wobei der Funktionsaasdruck f beliebige reelle oder komplexe 
Konstante enthalten mag. 

Wenn wir dann w in: den reellen und imaginären Teil zerlegen: 

u;«a^ -|- itp, (358) 

80 sind q> und ^ gewisse reelle Funktionen der reellen Variabeln x 
und y. Nun folgt aus (358): 

Ö«7 Ö^ , .dV» Ott? Ö^ , .bV . /OKQN 

öS" J^ + *5^' ö^ öy+*d^ ^^^^^ 

Andererseits aus (357): 

hiü dw Ö£ dw /^^QiiN 

5» "^ rfi ' da; ""^ 3ir » ^ ' 

hw dw hz dw . 

dy ' da * 5y ~d3 ' 

daher: 

hw • dtt7 

und nach (359), durch Trennung des Beeilen vom Imaginären: 

5v;_Ö5 öy d£ ,3g(jv 

Qy Qx * Od? ^^ ^ ' 



Die Elimination von ^> ergibt die Gleickung (356), diejenige 
yon q> die Gleichung: 

Außerdem gilt die Beziehung: 

5f-!l + 5f-|f"-0. (362) 

Man kann also fp als Geschwindigkeitspotential deuten. Dann 
sind die Kurven q> == const. die Äquipotentiallinien, und die dazu 
gehörigen Stromlinien werden durch tp »= consi dargestellt, weil 
nach (362) die beiden Eurvenscharen aufeinander senkrecht stehen. 
Es können aber die Funktionen q> und ^ auch ihre Bollen ver- 
tauschen und die letztere als Geschwindigkeitspotential, die erstere 
als Stromfanktion gedeutet werden. 

Die Art der Abhängigkeit der komplexen Funktion w yon z 
läßt sich am besten veranschaulichen, wenn man w und z auffaßt 
als diejenigen Punkte zweier Ebenen, der u;-Ebene und der ^-Ebene, 
welche durch die Koordinaten fp und ^ bzw. x und y charakterisiert 
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werden. Dann stellt die Funktion f{z) = w eine bestimmte Zn- 
ordnnng der beiden Punkte, also eine Abbildung der ^r-Ebene auf 
die u;-Ebene, oder umgekehrt, dar. Man kann die Abbildung auch 
auffassen als eine Deformation einer auf einer ebenen Fläche 
stetig ausgebreiteten Substanz, indem q> und ^> die Koordinaten 
eines substanziellen Punktes yor der Deformation, x und y die 
Koordinaten des nämlichen Punktes nach der Deformation, oder 
umgekehrt, bedeuten. Dann lassen sich in bezug auf die Eigen- 
tümlichkeiten dieser Deformation ganz dieselben Betrachtungen 
anstellen wie früher im ersten Kapitel für den allgemeineren Fall 
einer räumlich ausgedehnten Substanz. Wir wollen hier die wich- 
tigsten Besultate besprechen. 

Zunächst ist leicht zu sehen, daß unendlich kleine F^ächen- 
stficke.sich linear abbilden und daher durch Translation, Botation 
und Dilatation ineinander übergeführt werden können (§ 11). Aus 
(357) folgt nämlich: 

(363) dz^^.dw. 
Nun setzen wir: 

(364) g = g = r (cos * + % sin *), 

wobei : 

r>0 und ^>>^>> — x. 

Dann folgt aus (363) durch Trennung des Reellen yom Ima- 
ginären: 

dx ^= r co% d" dtp — r sin * • d^^, 

dy = r sin ^ • dy + r cos * • dV' . 

Halten wir nun die einander entsprechenden Punkte w und z^ 
also auch die Werte von r und ^ fest und betrachten nur die 
Differentiale dtp^ dtp, dx, dy als Variable Koordinaten, so ergeben 
die letzten beiden Gleichungen die Gesetze der Abbildung für die 
den Punkten w und z unendlich benachbarten Gebiete; dieselben 
werden also durch lineare Beziehungen ausgedrückt Ihre geome- 
trische Bedeutung erkennt man unndttelbar, wenn man schreibt: 

I— = cos *• ' rfy — sin *• • d v> = dx , 
L 
-^ = sin * • d^) -h cos ^ • dv^ = dy , 

das heißt: um einen unendlich benachbarten Punkt aus der Lage 
{dg>, dtp) in die Lage {dx, dy) überzuführen, hat man erstens eine 
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einfache Drehung auszuführen, um den Winkel ^, wodurch der 
Punkt in die Lage {dx^ dy) kommt, und zweitens eine nach allen 
Richtungen gleichmäßige Dilatation (§ 7 am Schluß) im Verhältnis 
r:l, wodurch sämtliche Strecken in diesem Verhältnis vergrößert 
werden, während alle Richtungen, also auch alle Winkel, unyer- 
ändert bleiben. Das veränderte Qebiet ist mithin dem ursprüng- 
lichen ähnlich und nur gegen dasselbe gedreht. Daher bezeichnet 
man auch die Abbildung mittels einer komplexen Funktion als in 
den kleinsten Teilen „konform*'. 

Jeder konformen Abbildung der u;-Ebene auf die ;sr-Ebene 
entspricht also eine stationäre FlüssigkeitsbeweguDg in der ^r-Ebene. 
Dabei bildet jeder Stromfaden, da er von zwei Linien tp "^^ const. 
begrenzt wird, in der i£7-Ebene einen zur 9)-Achse parallelen 
Streifen. Die Aufgabe, die stationäre Flüssigkeitsströmung zwi- 
schen irgend zwei gegebenen festen Grenzlinien (Wänden) zu finden, 
läuft daher darauf hinaus, einen von zwei parallelen Geraden be- 
grenzten Streifen in der u;-Ebene konform abzubilden auf das 
zwischen diesen beiden Grenzlinien befindliche Gebiet in der 
i?-Ebene. 

Die charakteristischen Merkmale dieser Abbildung, die Größen r 
und ^ besitzen für die Art der Flüssigkeitsbewegung eine anschau- 
liche Bedeutung. Denn da mit Rücksicht auf (359 a) und (360): 

^~ ^' d3~ ^ "bx~ ^'\hi ^byl > 

so ergibt sich nach (364) durch Trennung des Reellen vom Ima- 
ginären: 

cos^ = r.|f, sin* = r.J|. (367) 

r ist also der reziproke Wert der Geschwindigkeit, und d- 
(zwischen jr und — ji) ist der Winkel, welchen der Gradient des 
Geschwindigkeitspotentials (der Stromlinie entgegengesetzt) mit der 
positiven rc-Achse bildet. 

Als einfaches Beispiel betrachten wir die Strömung einer 
Flüssigkeit in dem Zwischenraum zwischen zwei festen Geraden, 
die in einem Senkpunkt unter dem Winkel a zusammenstoßen 
(Ausfluß aus einer unendlich kleinen Öffnung in 0). Hierfür ist es 
notwendig, einen der go-Achse parallelen Streifen von einer ge- 
wissen Breite i9 in der u;-£bene konform abzubilden auf den 
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Sektoranssclmitt TOm Winkel a in der i?-£bene (Fig. 12). Diese 
Abbildung wird dargestellt durch die Funktion: 

a 

— . tff 

(368) « = e*^ 

oder: 



(369) 



X'='e cos hf Vj 1 
tt 

J.9 



In der Tat: Läßt man g> yon + oo bis — oo abnehmen, ent- 
sprechend der Richtung der Stromlinien (in der Fig. 12 durch Pfeile 
^ ^ angedeutet), so durchläuft 

der Punkt ;? für ^ =« 

die eine feste Gerade, die 

^ o:- Achse, yon a? = oo bis 

^^^y^ x = 0, fta ^^ß aber 



A i >^ ciiö andere feste Gerade, 

' d^L X von unendlicher Entfer- 



Yf^f-hlip i^K-i-iy nung bis 0, und für einen 

Fig. 18. dazwischen liegenden 

konstanten Wert yon v^ 
eine dazwischen liegende Gerade yon unendlicher Entfernung bis 0. 
Die Stromlinien in der ;?-Ebene sind also die Geraden, welche 
innerhalb des Winkels a in zusammenstoßen. Drflckt man q> 
und '^ durch x und y aus, so ergibt sich aus (369): 

I 9> — 4 logya:2-ht/« = -J log ()o, 

I v = farctg-|-. 

Wir haben hier also das logarithmische Potential als parti* 
knläre Lösung der Differentialgleichung (356) (ygl. I. § 46). Die 
Eonstante ß entspricht offenbar der Stärke der Strömung. 

Für die Größen r und ^ ergibt sich aus (366) und (367): 

(371) r = -^.y^H^, ^ = arctg| 

fibereinstimmend damit, daß r die reziproke Geschwindigkeit und 
^ die der Stromlinie entgegengesetzte Richtung bezeichnet 

§ 67. Die Methode der konformen Abbildung gestattet es 
auch, ein Problem zu bewältigen, welches unter allgemeineren Be* 
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dingUDgen nicht lösbar ist, nämlicli die Darstellung yon Flilssigkeits- 
bewegungen, die ^freien Strahlen** entsprechen: das sind Flflssig- 
keitsstrOme, die nicht zwischen gegebenen festen Wänden Ter- 
lanfen, sondern in freier Luft Hier ist die Aufgabe deshalb viel 
schwieriger, weil die Qrenzen des Flüssigkeitsgebiets nicht yon 
Tomherein gegeben sind, sondern erst berechnet werden m&ssen, 
und zwar mittels der ffir einen freien Strahl charakteristischen 
Oberflächenbedingungen. Die Grenzbedingung, welche an der 
Oberfläche eines freien Strahles gilt, beschränkt sich nämlich nicht 
allein auf die Bedingung, daß diese Fläche von Stromlinien ge- 
bildet wird, sondern sie verlangt außerdem noch, wegen des Prin- 
zips der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung, daß an der 
Oberfläche des freien Strahles der Druck p der Flüssigkeit gleich 
ist dem Druck po der freien Luft, also konstant 

Vernachlässigen wir den Einfluß der Schwere, so folgt aus 
(322), daß an der Oberfläche, eines freien Strahles die Größe der 
Strömungsgeschwindigkeit konstant ist Umgekehrt kann jede 
Stromlinie, in welcher die Geschwindigkeit konstant ist, die Grenze 
eines freien Strahles darstellen. Wenn auf einem Teil der Strom- 
linie die Geschwindigkeit wechselt, während sie auf einem andern 
Teil konstant bleibt, so stellt der erste Teil die Strömung längs 
einer festen Wand, der zweite Teil die Fortsetzung dieser Strömung 
als freien Strahl dar, wie das z. B. beim Ausfluß einer Flüssigkeit 
aus einer beliebig geformten Bohre in die freie Luft sich yerwirk- 
licht findet 

Zur Darstellung eines freien Strahles in dem hier behandelten 
speziellen Falle zweidimensionaler Strömungen ist es also not- 
wendig, solche Stromlinien zu finden, für welche nicht nur fp, 

sondern auch die Geschwindigkeit -j konstant ist, und diese Auf- 
gabe läßt sich lösen, wenn man bedenkt, daß die Linien tp »» const, 
wie schon oben bemerkt, in der tc;-Ebene die der 9)-Achse par- 
allelen Geraden bezeichnen, die Linien r «» const aber nach (364) 
in der g-Ebene die um den Anfangspunkt als Mittelpunkt herum- 
gelegten konzentrischen Kreisbögen. Wenn es also gelingt, einen 
Yon zwei parallelen Geraden begrenzten Streifen in der u;-Ebene 
konform abzubilden auf ein teilweise von einem Kreisbogen 
r»= const begrenztes Gebiet in der g-Ebene, so ergibt sich aus 

dz 

der funktionalen Beziehung zwischen w und g «= ^ eine bestimmte 
funktionale Beziehung zwischen z und tv, ä. h. eine Abbildung des 
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Streifens in der ti;-Ebei)e auf die z-Ehene, welche die Eigentam- 
lichkeit besitzt, daß auf gewissen Grenzlinien des Gebietes der 
0-Ebene sowohl ^«»const, als auch r = const Diesd Linien 
stellen die Oberflächen freier Strahlen der Flüssigkeitsbewegang 
dar. Nach der geschilderten Methode ist es zuerst Helmholtz 
gelangen, exakte Lösnngen far das Problem der Bildong freier 
Strahlen aufzaflnden^). 

§ 68. Wir wollen nnnmehr zur Betrachtung des allgemeineii 
Falles einer wirbelfreien Flussigkeitsströmang zarückkehren, am 
eine Frage näher zu beleuchten, die wir im § 61 nur kurz berührt 
haben: die Frage, ob eine Stromlinie in sich selber zurücklaufen 
kann. Dort fanden wir, daß dies unmöglich ist, falls das Ge- 
schwindigkeitspotential eine eindeutige und stetige Funktion der 
Raumkoordinaten ist Aber es läßt sich leicht zeigen, daß es in 
der Tat wirbellose Strömungen mit in^ sich geschlossenen Strom- 
linien gibt. Gehen wir z. B. aus Ton der einfachen, durch (370) 
dargestellten Flüssigkeitsbewegung, und bedenken wir, daß, wie 
schon früher hervorgehoben, die Funktionen q> und v ihre Bollen 
auch vertauschen können, so erhalten wir die Flüssigkeitsbewegung: 

9= f-arctg|-, 
(372) { l : 

V = f logy ^« + j/« = -^ log Po. 

Hier haben wir eine wirbelfreie stationäre Strömung einer die 
ganze a;t/-Ebene, mit Ausnahme eines beliebig kleinen den singu- 
lären Punkt enthaltenden Gebiets, ausfüllenden Flüssigkeit» bei 
der die Stromlinien tp <=» const konzentrische Kreise mit dem 
singulären Punkt als Mittelpunkt, und die Äquipotentiallinien 
die von ausgehenden Geraden sind. Betrachtet man irgend zwei 
dieser konzentrischen Kreise als feste Wände, so hat man eine 
Strömung in einer kreisförmigen Bingfläche. Die Geschwindigkeits- 
komponenten sind dabei: 



(373) 



u = — ^ = -^.-^ 

bx a Po* ' 

h<p ß^ x^ 

öy a * (>o* ' 



1)H. V. Helmholtz, Wisaenschaftliche Abhandlungen. Leipzig (J. A. 
Barth) 1, S. 146, 1882. 
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and die Größe der Geschwindigkeit: 

g = -^--. (374) 

Während also die Botationsgeschwindigkeit überall dauernd 
gleich Null ist, zirkuliert die Flüssigkeit doch fortwährend im 
Kreise herum. Dieser Satz verliert das scheinbar Paradoxe seines 
Inhalts, wenn man bedenkt, daß die Flüssigkeit sich nicht wie ein 
starrer Körper dreht, sondern daß sie bei ihrer Bewegung Defor- 
mationen erleidet, weil die Winkelgeschwindigkeit der Zirkulation 
mit der Entfernung Ton der Drehungsachse immer kleiner wird. 
Die Winkelgeschwindigkeit der Zirkalation ist also wohl zu unter- 
scheiden Ton der Winkelgeschwindigkeit der Rotation; denn die 
erstere ist bedingt durch den Krümmungsradius der Bahn eines 
Flüssigkeitsteilchens, die letztere aber durch die davon ganz unab- 
hängige Drehung des Teilchens. Übrigens darf man aber auch nicht 
glauben, daß, da die Rotationsgeschwindigkeit Null ist, ein Flüssig- 
keitsteilchen sich immer parallel bleibt. Denn die Komponenten 
der Rotationsgeschwindigkeit eines Teilchens sind nicht etwa 
zeitliche Differentialquotienten von Winkeln, welche die Orientierung 
des Teilchens bestimmen. Wären sie es, dann müßte man allerdings 
aus dem Verschwinden der Rotationsgeschwindigkeit auf die Kon* 
stanz jener Winkel schließen. Tatsächlich aber folgt aus dem 
Verschwinden der Rotationsgeschwindigkeit nur, daß diejenigen 
Geraden, welche gerade die Hauptdilatationsachsen des Teilchens 
darstellen, keine Richtungsänderung erleiden, während alle andern 
Geraden im Teilchen sich sehr wohl drehen können (§ 7); und da 
in jedem Augenblick die Hauptdilatationsachsen wechseln, so kommt 
es, daß nach einer endlichen Zeit das Teilchen eine endUchc 
Drehung ausgeführt haben kann, während doch in jedem Augen- 
blick die Drehungsgeschwindigkeit gleich Null ist. Vgl. hierzu I. § 137. 

Dem einfachen, durch (372) dargestellten Beispiel lassen sich 
natürlich leicht noch andere, allgemeinere Fälle von wirbelfreien 
Flüssigkeitsbewegungen mit geschlossenen Stromlinien an die 
Seite stellen, in der Ebene wie im Räume, so z. B. die Strömung 
in irgendeiner in sich zurücklaufenden Röhre. 

In allen solchen Fällen wird man schließen müssen, daß das 
Geschwindigkeitspotential nicht eindeutig und stetig sein kann. In 
der Tat findet man dies an dem Ausdruck von go in (372) bestätigt. 
Entweder nimmt ^ man den arctg eindeutig; dann ist er nicht stetig, 
sondern erleidet an irgendeiner, beliebig wählbaren, Stelle einen 

Planck, Mechanik deformierbarer Körper, 8. Aufl. 11 
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plötzlichen Sprung. Oder man nimmt ihn stetig; dann ist er an- 
endlich yieldeutig. Hat man mit einer derartigen Funktion Rech- 
nungen aaszuf&hren, so empfiehlt es sich meistens, die erstere Wahl 
zu treffen und eine bestimmte Unstetigkeitsstelle festzusetzen, damit 
das Resultat der Rechnung ein ganz bestimmtes wird. Auf die 
Größe und die Richtung der Geschwindigkeit hat natürlich die 
Vieldeutigkeit bzw. Unstetigkeit des Geschwindigkeitspotentials 
keinerlei Einfluß. 

§ 69. Da mithin der Charakter einer wirbelfreien Flüssig- 
keitsbewegung wesentlich davon abhängt, ob das Geschwindigkeits- 
potential eindeutig und stetig ist oder nicht, so erhebt sich nun die 
Frage, ob sich nicht ein allgemeines Kriterium aufstellen läßt, das 
Ton Tomherein zu entscheiden gestattet, ob bei einer bestimmten 
Flüssigkeitsbewegung das Geschwindigkeitspotential iiotwendig ein- 
deutig und stetig ist. Um diese Frage zu beantworten, müssen wir 
zunächst auf die mathematische Bedeutung der Gleichungen (318), 
welche die Wirbelfreiheit ausdrücken, näher eingehen. Es sei q 
ein Vektor, dessen Komponenten u, v, w innerhalb eines gewissen 
Raumes R als eindeutige und stetige Funktionen der Raumkoordi- 
naten X, y, z derart gegeben sind, daß die drei Gleichungen (318) 
erfüllt werden. Dann gilt folgender Satz. Bildet man das Integral: 

(375) J = fq,'ds 

von irgendeinem bestimmten Punkt 1 des Raumes R bis zu irgend- 
einem andern bestimmten Punkt 2 desselben Raumes, über eine 
beliebige Kurve s, die ganz innerhalb yon R verläuft, so behält das 
Integral seinen Wert bei jeder beliebigen unendlich kleinen Änderung 
des Integrationsweges 8. Der Beweis far diesen Satz ergibt sich 
folgendermaßen. Aus : 

dx . dy . ds 
folgt: 

2 

(376) J == / {udx + vdy + wdz). 

Also für eine unendlich kleine Variation der Kurve s: 

8 

(377) öJ = l {U'ödx + öu'dx -] ). 
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Da nun 6dx = d6x, so ergibt sich mittels partieller Integration, 
anter Beracksichtigong des Umstandes, daß die Grenzpunkte des 
Integrals anyariiert bleiben: 

2 2 

/ w • ödx == — I du» 6x 

i 1 

2 



—f(TJ-+'^^y+'^^')''-' 



Femer ist 



öu«^' ^dx + ^6y + ^dz. 



Folglich, durch Sabstitution dieser und analoger Umformungen 
in (377): 



2 



^•r-fi^ - 5^) • i^ydz - (J^dy) + . . . (378) 

and nach (318): 

rf J = , (379) 

wie zu beweisen war. 

Wenn mithin der Wert von J inyariant ist gegenüber einer 
unendlich kleinen Änderung de's Integrationsweges, so folgt daraus 
noch nicht, daß <7 f ttr alle möglichen Integrationswege denselben 
Wert besitzt. Denn dieser Schluß ist offenbar nur dann gestattet, 
wenn aus einem einzigen Integrationsweg durch sukzessive nnendlich 
kleine, d. h. stetige Änderung alle übrigen Integrationswege abge- 
leitet werden können. Ob dies der FaU ist oder nicht, hängt aber 
von der Bescbaffenheit des Baumes B ab, innerhalb dessen der 
Yektor q definiert ist. Besitzt z. B. B die Form eines Parallel- 
epipeds oder eines Ellipsoids, so sind alle Kurven, die zwischen 
zwei bestimmten Punkten innerhalb R verlaufen, durch stetige 
Änderungen ineinander überführbar. Ein solcher Baum heißt ein- 
fach zusammenhängend. In ihm ist daher das Integral J 
gänzlich unabhängig vom Integrationswege und durch die beiden 
Grenzpunkte vollkommen bestimmt, mithin das Geschwindigkeits** 
Potential, das ja durch J dargestellt wird, eindeutig bis auf die 
durch die untere Grenze bedingte additive Konstante. 

Wenn aber z. B. B eine ringförmige Form hat, wie eine in 
sich geschlossene Bohre, so ist es nicht möglich, eine Kurve, welche 
zwei Punkte der Röhre miteinander verbindet, durch stetige Än- 
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derongen in eine andere Enrve überzüfubren, welche die Verbin- 
dnng zwischen den beiden Punkten dadurch herstellt, daß sie die 
Eöhre in umgekehrtem Sinne durchläuft. Ein solcher Baum, in 
dem nicht alle Verbindungslinien zwischen zwei Punkten stetig in- 
einander übergeführt werden können, heißt mehrfach zusammen- 
hängend. In ihm zerfallen die Verbindungslinien zwischen zwei 
bestimmten Punkten in eine Anzahl Gruppen, für deren jede das 
Integral J einen yerschiedenen Wert besitzen kann. 

Man kann den dargelegten Gegensatz zwischen einfach und 
mehrfach zusammenhängenden Bäumen noch in einer etwas anderen 
Art formulieren, die gewisse Vorzüge bietet Offenbar lassen sich 
zwei verschiedene Verbindungslinien zwischen zwei Punkten stets 
kombinieren zu einem einzigen in sich geschlossenen Umlauf, indem 
die eine Linie als Hinweg, die andere als Bückweg benutzt wird. 
Je nachdem nun die beiden Linien durch stetige Änderungen in- 
einander übergeführt werden können oder nicht, läßt sich der ge- 
schlossene Umlauf durch stetige Einengung auf einen einzigen 
Punkt zusammenziehen oder nicht Daher gilt der Satz: Ein Baum 
ist einfach zusammenhängend oder mehrfach zusammenhängend, 
je nachdem alle in ihm verlaufenden geschlossenen Linien sich 
durch stetige Einengung auf einen einzigen Punkt zusammenziehen 
lassen oder nicht In einem Parallelepiped oder EUipsoid triffst 
das erstere zu, in einer ringförmigen Bohre aber nicht, weil eine 
geschlossene Linie, welche die Bohre in einem bestimmten Sinne 
durchläuft, bei fortgesetzter Einengung gegen die Wand stößt, die 
einer weiteren Einengung ein Hindernis entgegensetzt 

Um nun diese Betrachtungsweise auf den uns hier interessie- 
renden Fall anzuwenden, bedenken wir, daß die Frage, ob das 
Integral J in (375) für zwei verschiedene IntQgrationswege den 
nämlichen Wert besitzt, zusammenfällt mit der Frage, ob dies 
Integral für den aus beiden Wegen zusammengesetzten geschlos- 
senen Umlauf gleich Null ist Denn das geschlossene Integral ist 
ja die algebraische Summe der beiden Einzelintegrale, eins davon 
in umgekehrter Bichtung genommen. Nach dem durch (379) aus- 
gedrückten Satze behält nun das geschlossene Integral seinen Wert 
bei jeder beliebigen stetigen Einengung des Integrationsweges, 
wobei auch die Punkte 1 und 2 verschoben werden dürfen. Läßt 
sich also, wie stets in einem einfach zusammenhängenden Baume, 
die Einengung bis in einen einzigen Punkt fortsetzen, so wird 
schließlich die Länge des Integrationswegs und mit ihr der Wert 
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des Integrals Terschwindend klein, mithin das Integral anch bei 
beliebiger Erweiterung des Integrationswegs gleich Nnll, nnd alle 
verschiedenen Werte Ton J zwischen zwei bestimmten Punkten 
einander gleich: das Geschwindigkeitspotential ist eindeutig. 

Findet jedoch, in einem mehrfach zaßammenhängenden Saume, 
die Einengung des geschlossenen Integrationsweges eine Schranke, 
so kann das Integral über eine solche geschlossene Kurve einen 
von Null verschiedenen Wert besitzen, der aber dann der nämliche 
ist f&r alle anderen daraus durch stetige Änderung abzuleitenden 
geschlossenen Kurven: das Geschwindigkeitspotential ist vieldeutig, 
es besitzt eine diskrete Anzahl von Werten. 

§ 70. Um das Unbequeme der Vieldeutigkeit einer Größe zu 
vermeiden, kann man durch eine zweckmäßige, willkfirlich festge- 
setzte Beschränkung einen mehrfach zusammenhängenden Raum in 
einen einfach zusammenhängenden verwandeln, nämlich dadurch, 
daß man an gewissen Stellen des Raumes Trennungsquerschnitte 
legt mit der Festsetzung, daß die Verbindungslinie zweier Punkte 
des Raumes durch keinen Trennungsschnitt hindurchgehen darf. 
Dann wird offenbar die Anzahl der verschiedenen möglichen Arten 
von stetig ineinander flberfflhrbaren Verbindungslinien zwischen 
zwei Punkten eine kleinere, und durch Einfahrung hinreichend vieler 
Trennungsschnitte kann man es dahin bringen, daß nur eine einzige 
Art übrig bleibt und somit der Raum ein einfach zusammenhängen- 
der wird. Wenn ein einziger Trennungsquerschnitt gentigt, um dies 
Resultat zu erzielen, wie bei einer in sich zurücklaufenden Röhre, 
so heißt der Raum zweifach zusammenhängend; sind n Trennungs- 
schnitte nötig, so heißt der Raum (n + l)fach zusammenhängend. 

Ein Beispiel für einen mehr als zweÜ'ach zuaammen])ß.ngenden 
Raum gibt ein Rad mit mehreren Speichen. Hat das Rad vier 
Speichen, so mnd vier Trennungsschnitte nötig, die man sich alle 
auf dem Radkranz, zwischen je zwei Speichen, angebracht denken 
kann. Daher ist dieser Raum fünffach zusammenhängend. 

Denkt man sich in der beschriebenen Weise die nötige Zahl 
von Trennungsschnitten gelegt, so ist der Raum einfach zusammen- 
hängend, alle in ihm gezogenen geschlossenen Kurven lassen sich 
durch stetige Einengung auf einen Punkt zusammenziehen, und das 
Geschwindigkeitspotential ist eindeutig. Aber der Gewinn der 
Eindeutigkeit wird erkauft durch den Verlust der Stetigkeit Denn 
wenn man nach der Differenz der Werte des Geschwindigkeits- 
potentials in zwei Punkten 1 und 2 fragt, die einander unendlich 
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naheliegen, aber anf verschiedenen Seiten eines Trennnngsschnitts, 
so hat man die zur Berechnung dieser Differenz dienende Integra- 
tion in (375) nicht auf dem unendlich kurzen, sondern auf dem 
einzigen hierfür gestatteten endlichen Verbindungsweg auszufahren, 
und da dieser für das Integral einen endlichen Wert ei^eben wird, 
so ist die gesuchte Differenz eudlich: das Geschwindigkeitspotential 
erleidet an der Trennungsfläche einen Sprung. Da aber der zu 
dieser Berechnung benutzte Integrationsweg eine geschlossene Kurve 
darstellt, und da der Wert des Integrals sich nach (379) bei einer 
ganz beliebigen stetigen Änderung dieser Kurve nicht ändert, so 
erhalten wir den Satz: Der Sprung des Oeschwindigkeits- 
potentials an einer Unstetigkeitsfläche ist an allen ver- 
schiedenenPunkten dieser Fläche der nämliche, und gleich 
dem Wert des Integrals (375) fflr irgendeine geschlossene, 
durch die Unstetigkeitsfläche hindurchfährende Linie 

Alle diese Sätze finden eine anschauliche Illustration an dem 
einfachen, im § 68 besprochenen Fall der Zirkulation einer Flfissig- 
keit in einem ebenen Kreisring. Hier sind die Stromlinien ge- 
schlossen, das Geschwindigkeitspotential vieldeutig, der Baum zwei* 
fach zusammenhängend. In der Tat läßt sich eine geschlossene 
Stromlinie nicht auf einen einzigen Punkt zusammenziehen, weil 
das kleine den singulären Punkt enthaltende, nicht mit zum Flflssig- 
keitsraum gehörende Gebiet der unbeschränkten Einengung ein 
Hindernis bietet Denkt man sich aber durch die Flüssigkeit einen 
Trennungsquerscbnitt gelegt, vom singulären (stobiet ins Unend- 
liche, oder, im Falle des Vorhandenseins zweier konzentrisch 
kreisförmiger fester Wände, von einer Wand zur andern, so ist 
der Flfis^keitsraum einfach zusammenhängend und das Geschwin- 
digkeitspotential eindeutig, aber unstetig. Der Sprung an der Un- 
stetigkeitsfläche ist in allen Punkten dieser Fläche der nämliche 
und ergibt sich leicht durch Berechnung von (375) f&r eine ge- 
schlossene Stromlinie, also nach (374): 



/' 



ds = -^' 2jr, 



Übereinstimmend mit dem Sprunge 2jr des arctg in dem Ausdruck 
(372) des Geschwindigkeitspotentials q). 

§ 71. Da eine Stromlinie in einem einfach zusammenhängenden 
Baume nicht in sich zurücklaufen kann, da sie ferner nicht an 
einer festen Wand endigen kann, so ist zu schließen, daß in einem 
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• 

einfach zusammenhängenden Räume, der allseitig von 
festen Wänden begrenzt ist, eine wirbelfreie Bewegung 
einer inkompressibeln Flüssigkeit überhaupt unmöglich 
ist. Dies läßt sich in der Tat leicht direkt beweisen durch die 
Betrachtung der identischen Gleichung (81). Denn wegen der festen 
Wände ist das Oberflächenintegral, wegen der Inkompressibilität 
ist das Baumintegral der rechten Gleichungsseite gleich Null, und 
daher 9) durchweg konstant, d. h. die Flüssigkeit befindet sich in 
Rahe. Für die Gültigkeit yon (81) ist aber die Eindeutigkeit und 
Stetigkeit des Geschwindigkeitspotentials notwendig. Denn sonst 
wurde das Integral 



fi 



2 

ox 



nicht, wie in (76) benutzt wurde, den Wert g)^ — goi besitzen. 

§ 72. Zum Schluß dieses Kapitels wollen wir uns noch mit 
einem einfachen Beispiel einer nichtstationären wirbelfreien 
Bewegung einer inkompressibeln Flüssigkeit beschäftigen. Wir 
knüpfen hierzu an den im § 63 behandelten Fall des Ausflusses 
einer schweren Flüssigkeit aus einem oben weiten, unten engen 
Rohr an, indem wir wieder annehmen, daß das obere Niveau der 
Flüssigkeit unter dem konstanten Druck Pq, die Ausflußöffnung 
unter dem konstanten Druck p gehalten wird. Doch betrachten 
wir jetzt nicht den stationären Ausfluß, sondern fragen nach der 
Bewegung, welche eintritt, wenn zur Zeit t = die Flüssigkeit 
überall ruht 

Was zunächst die Differentialgleichungen der Bewegung be- 
trifft, so gilt die Laplacesche Gleichung (323) und die durch sie 
bedingten Beziehungen (324) bis (329) auch bei nichtstationären 
Bewegungen; denn sie folgt aus der allgemeinen Eontinuitäts- 
bedingung (259) in Verbindung mit der Inkompressibilitätsbedingung. 
Dagegen verallgemeinert sich (322) gemäß (321) zu: 

P = - |(^" + «^* + «^')-*i7^ + * ir (380) 

Hierzu kommen die Grenzbedingungen an den Wandungen 
und an den beiden Öffnungen, sowie die Anfangsbedingung, für 
< = 0. 

Allen diesen Bedingungen kann genügt werden, wenn man 

setzt: 

9 = T . 9)', (381) 
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wobei T eise Funktion der Zeit i alletn, q^ aber der als bekannt 
anzusehende Ausdruck des Geschwindigkeitspotentials f&r den 
speziellen oben behandelten Fall des stationären Ausflusses ist 
Denn dann wird sowohl die Laplacesche Qleichung erffillt, als 
auch die Orenzbedingungen an den festen Wänden. 

In der Differentialgleichung (320) der Stromlinien hebt sich 
der Faktor T ganz heraus; daher verlaufen die Stromlinien jeder- 
zeit ebenso wie beim stationären AusfluB. Was sich mit der Zeit 
ändert, ist nur die Strömungsgeschwindigkeit, und zwar folgt aus 

(381) unmittelbar durch Differentiation: 

(382) q = T.q, 

d. L die Geschwindigkeit an irgendeiner Stelle ist proportional der 
stationären Geschwindigkeit an dieser Stelle und dem Zeitfaktor T. 
Bezeichnen wir nun wieder die auf das obere Flfissigkeits- 
niveau bez&glichen Größen mit dem Index 0, während wir die auf 
die Ausflußöffiiung bezfiglichen Größen ohne unteren Index lassen, 
und vernachlässigen f gegen /ö, so ergibt sich aus (329), (380), 
(381) und (382): 

und durch Integration dieser Differentialgleichung, wenn wir zur 
Abkärzung die positive Eonstante 

— j^ — , = a 
^Po — y 

setzen und bedenken, daß für < «= T== 0: 
(384) 2-=^^. 

Hierdurch ist nach (382) die Ausströmungsgeschwindigkeit der 
Flftssigkeit zu jeder beliebigen Zeit i gegeben. Sie wächst von 
ab bis zu ihrem stationären Wert in (331), den sie genau genommen 
erst nach unendlich langer Zeit, mit gewisser Annäherung aber 
um so schneller erreicht, je größer er ist 

Drittes Kapitel. Wirbelbewegungen. 

§ 7S. Betrachten wir eine inkompressible Flüssigkeit, die einen 
einfach zusammenhängenden, allseitig von festen Wänden be- 
grenzten, im übrigen beliebig großen Raum erfüllt, so wissen wir 
aus dem § 71, daß, falls keine Wirbel in ihr existieren, ihre Ge- 
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schwindigkeit überall und für immer Null ist. Nehmen wir nun 
aber an, daß irgendwo und irgendwann Wirbel yorhanden sind, 
d. h. daß in einem gewissen Zeitpunkt an gewissen Stellen der 
Flüssigkeit die Rotationsgeschwindigkeit einen von Null verschie- 
denen, gegebenen Wert besitzt, so läßt sich beweisen, daß dann 
die Geschwindigkeit der ganzen Flüssigkeit, innerhalb und außer- 
halb der Wirbel, sowohl far den betreffenden Zeitpunkt als auch 
für alle anderen Zeiten, eindeutig bestimmt ist 

Wir führen den Beweis zunächst für den betreffenden Zeit- 
punkt t, indem wir zeigen, daß durch die Komponenten der Ro- 
tationsgeschwindigkeit I, ijj g in (59), zusammen mit der Bedingung 
der Inkompressibilit&t: 

rx + 5i + S = o. W 

die gleichzeitigen Werte der Geschwindigkeitskomponenten u, v, w 
überall bestimmt sind. Wäre das nämlich nicht der Fall, so gäbe 
es noch andere Werte der Geschwindigkeitskomponenten, etwa 
u , v\ w\ welche dieselben Bedingungen erfüllen. Dann würden 
die Differenzen u — w = ie^, v — t;=t;o, w' — u;=m;o, als Ge- 
schwindigkeitskomponenten aufgefaßt, eine Bewegung der Flüssig- 
keit in demselben einfach zusammenhängenden, allseitig yon festen 
Wänden begrenzten Räume darstellen, die erstens der Inkompressi- 
bilitätsbedingung genügt und zweitens vollkommen wirbelfrei ver- 
läuft, da für sie &> ?/oi So überall verschwinden. Eine solche Be- 
wegung ist aber nicht möglich; folglich sind ti^, v^ und w^^ durch- 
weg gleich Null. 

Da nun die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w überall be- 
stimmt sind, so sind sie es auch innerhalb der Wirbelfäden, und 
mit ihnen ihre räumlichen Differentialquotienten nach x, y, £r, also 
auch die Komponenten der Deformationsgeschwindigkeit. Dadurch 
ist aber die Veränderung, die ein Wirbelfaden im Verlauf des Zeit- 
elements dt erleidet, einschließlich seiner Drehung und seiner De- 
formation, vollkommen bestimmt; und da nach (317) das Produkt 
der Wirbelgeschwindigkeit m in den Querschnitt des Fadens zeit- 
lich konstant bleibt, so wird dadurch auch die im Zeitintervall dt 
eintretende Änderung der Wirbelgeschwindigkeit m bestimmt, und 
man kennt mithin Größe und Richtung, also auch die Kompo- 
nenten g, ^, S der Rotationsgeschwindigkeit für die Zeit t'\- dt. 
Dies genügt aber, um für den Zeitpunkt t'\'dt die nämlichen 
Überlegungen anzustellen, wie vorher für den Zeitpunkt t. So ent- 
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wickelt sieh der Vorgang yollkommen eindeutig weiter, indem man 
von jedem Zeitpunkt auf einen unendlich benachbarten späteren 
Zeitpunkt schließt, und die Bewegung der ganzen Flüssigkeit er- 
scheint für alle Zeiten bestimmt. 

§ 74. Nach der im vorigen Paragraphen gemachten Feststellung 
wollen wir nun die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w, welche 
bestimmten durch die Werte Yon §, ^, g gegebenen Wirbeln ent- 
sprechen, wirklich berechnen, und nehmen hierfür an, daß die 
Flüssigkeit sich nach allen Richtungen ins Unendliche erstreckt 
Diese Aufgabe läuft darauf hinaus, drei stetige Funktionen u, v, w 
zu finden, welche erstens der Inkompressibilitätsbedingung (385), 
zweitens den drei Gleichungen (59) bei gegebenem g, 37, § genügen. 

Um zunächst die Bedingung (385) zu erfüllen, setzen wir: 

fooa\ ^W hV bü bW ' hV bU 

(386) w = -z V-» v = -ii x- j «^==x ^» 

indem wir unter t/, 7, W drei gewisse neue, mit ihren ersten 
Differentialquotienten stetige Funktionen verstehen; hierdurch wird 
offenbar (385) identisch befriedigt Ohne die Allgemeinheit zu be- 
einträchtigen, dürfen wir den Funktionen ü, F, W von vornherein 
noch eine gewisse Beschränkung auferlegen. Denn es ist klar, daß, 

wenn man statt U schreibt: tT + -^ , statt V: 7 + ^ , statt W: 

W+ ^i unter tp eine ganz beliebige Funktion verstanden, die 

Gleichungen (386) genau die nämlichen Werte von u, v, w liefern 
wie vorher. Die Funktion v kann man also willkürlich festsetzen, 
ohne dadurch der Berechnung von te, t^, w vorzugreifen. Wir wollen 
nun ^p so wählen, daß: 

« '^ + ^ + 't^-«- 

Das läßt sich, wie leicht zu sehen, durch passende Festsetzung 
des Wertes von Ajp stets erreichen. 

Dies vorausgesetzt, substituieren wir die Ausdrücke (386) in 
die Gleichungen (59) und erhalten dann: 

oder nach (3S7): 

(389) Aü=-U, AV= — 1fi, JTr= — 2g. 
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Das sind drei Poissonsche Differentialgleichungen (L (132)), 
deren Integrale nach I. § 45 lauten: 

^-Lß-^' ^=Ä/^. ^=i/^-- (390) 

Hier bedeutet r die Entfernung des Aufpunktes x^ y, z von 
irgendeinem anderen Punkte x, y\ z der Flüssigkeit, in welchem 
die Wirbelgeschwindigkeit g', ^', g' besteht. Die Integration ist 
über sämtliche Eaumelemente dx der Flüssigkeit zu erstrecken, 
wobei man natürlich alle diejenigen Raumelemente weglassen kann, 
in denen die Wirbelgeschwindigkeit gleich Null ist Für eine 
yollkommen wirbelfreie Flüssigkeit erhält man dann wieder das 
Resultat des § 71. 

Daß die so bestimmten Funktionen 27, 7, W tatsächlich die 
Eigenschaft (387) besitzen, erkennt man direkt durch Substitution 
der Ausdrücke (390), indem man dieselben nach o?, ^, z difierentiiert 
und die entstehenden Integrale nach (79) durch partielle Integration 
umformt. Hierbei sind die Identitäten: 

ZU benutzen, sowie die Beziehung (315). 

Setzen wir nun die gefundenen Ausdrücke von £/, 7, W in 
(386) ein, so ergeben sich daraus die gesuchten Werte der Qe- 
schwindigkeitskomponenten in einem beliebigen Punkte x, j^, z der 
Flüssigkeit, innerhalb oder außerhalb der Wirbel: 

(392) 

oder: 

« = Inßn ^ - r^') ir\ USW., (393) 

oder, in vektorieller Schreibweise (L § 87): 

' = ¥["' ^]s-'- <'»'' 

Hier bedeutet q den Geschwindigkeitsvektor im Aufpunkt, 
r die Entfernung des Aufpunktes von irgendeinem Flüssigkeits- 
element dr, in welchem die Wirbelgeschwindigkeit o' besteht, 

endüch — den Vektor von der Länge 1, der vom Flüssigkeits- 

T 

element Ax zum Aufpunkt gerichtet ist 
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Am anschaulichsten macht man sich die Bedeutung der Glei- 
chung (394) durch die Überlegung, daß nach ihr ein jedes Wirbel- 
element vom Volumen dx einen bestimmten Beitrag liefert zur 
Flüssigkeitsgeschwindigkeit q im Aufpunkt Dieser Beitrag ist 
nach Größe und Bichtung bestimmt durch den Ausdruck: 

d. h. er ist proportional der Wirbelgeschwindigkeit, umgekehrt 
proportional dem Quadrate der Entfernung, femer proportional 
dem sin des Winkels zwischen Wirbelachse und Verbindungs- 
linie r, und steht rechtwinklig auf der durch diese beiden Sich- 
tungen gelegten Ebene. Die Sichtungen o', r, dq bilden in der 
angegebenen Beihenfolge ein rechtshändiges Koordinatensystem, 
oder mit anderen Worten: die Bewegung dq erfolgt im Sinne der- 
jenigen Geschwindigkeitsrichtung, welche die dem Aufpunkt zu- 
nächst gelegenen Teilchen des Wirbelelements besitzen, wenn sie 
um die ruhend gedachte Wirbelachse ihre Drehung ausfUiren. 

Durch die Geschwindigkeitskomponenten u^ v, w als Funktionen 
von x^ t/, z sind auch die Differentialgleichungen der Stromlinien: 

(396) u w \w ^=^ dx \ dy \ dz 

gegeben, welche sich von den früheren Gleichungen (320) dadurch 
wesentlich unterscheiden, daß hier im allgemeinen kein Geschwindig- 
keitspotential existiert 

§ 75. Betrachten wir als Beispiel einen Wirbelfaden von der 
Form eines dünnen kreisförmigen Binges. Die Botationsgeschwin- 
digkeit können wir so groß annehmen, daß das Produkt derselben 
mit dem Bingquerschnitt, oder das Moment des Wirbelfadens, eine 
endliche Größe besitzt In der Umgebung des Binges ist dann 
natürlich die Flüssigkeitsströmung überall wirbelfrei. Diejenigen 
Flüssigkeitsteilchen, die in der Bingebene liegen, strömen alle 
rechtwinklig zu dieser Ebene, und zwar die innerhalb des Binges 
liegenden im Sinne der Drehbewegung der inneren Teilchen, die 
außerhalb des Binges liegenden im Sinne der Drehbewegung der 
äußeren Teilchen des Wirbelringes. Die Stromlinien der wirbel- 
freien Flüssigkeit durchsetzen das Innere des Binges in entsprechen- 
dem Sinne, biegen dann nach außen um, indem sie sich symmetrisch 
nach allen Seiten des unendlichen Baumes verbreiten, ganz ebenso 
wie bei einer „Doppelquelle'' (§ 64), und kehren, nachdem sie die 
Bingebene außerhalb des Binges in entgegengesetzter Bichtung 
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passiert haben, von der anderen Seite, sich wieder gegenseitig 
annähernd, znm Ringinnern zorfick. Die Stromlinien nmschließen 
also sämtlich den Wirbelfaden, im Sinne seiner Drehung. Dabei 
ist die Strömongsgeschwindigkeit fiberall stetig, innerhalb und 
außerhalb des Wirbels, auch beim Übergang von der wirbelnden 
zur wirbelfreien Flfissigkeit Der Betrag der Strömungsgeschwin- 
digkeit ist im Innern des Ringes, wo die Stromfäden sich verengen, 
entsprechend größer als außerhalb, wo sie sich erweitern. Den 
geschlossenen Stromlinien entspricht ein vieldeutiges oder unstetiges 
Geschwindigkeitspotential und ein zweifach unendlich zusammen- 
hängender Flflssigkeitsraum. In der Tat läßt sich eine solche 
Linie nicht innerhalb des wirbelfreien Baumes durch stetige Ein- 
engung auf einen einzigen Punkt zusammenziehen. 

Der Wirbelring selber befindet sich aber nicht etwa in Ruhe, 
sondern er erteilt sich selber eine bestimmte Geschwindigkeit, und 
zwar, wie eine kurze Überlegung auf Grund des Gesetzes (395) 
ergibt, in der Richtung rechtwinklig zu seiner Ebene, und im 
Sinne der durch seine Mitte hindurchgehenden Stromlinien. 

Nun seien zwei solche kreisförmige Wirbelringe in der Flfissig- 
keit vorhanden, etwa gleich groß, von gleichem Moment, und ein- 
ander parallel, wobei die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte auf 
ihren Ebenen senkrecht stehen möge, als Symmetrieachse des ganzen 
Vorgangs. Dann ist leicht zu sehen, in welcher Weise sich der 
Vorgang abspielen wird. Zunächst bewegen sich beide Wirbel- 
ringe mit der ihnen eigentfimlichen Translationsgeschwindigkeit in 
der Richtung der Symmetrieachse, im Sinne der durch sie hindurch- 
gehenden Stromlinien. Doch werden sich außerdem Wechselwir- 
kungen zwischen ihnen geltend machen. Da nämlich die Gleichung 
(394) unabhängig davon gilt, ob im Aufpunkt die Flfissigkeit 
wirbelt oder nicht, so werden die Wirbelelemente des einen Ringes 
von den durch den anderen Ring erzeugten Stromlinien sozusagen 
mitgenommen. Die Folge davon ist, daß der voranschreitende 
erste Ring sich nach außen erweitert, wobei seine Geschwindigkeit 
allmählich abnimmt, während der nachfolgende, zweite Ring sich 
verengt und immer schneller sich vorwärts bewegt, bis er schließ- 
lich den ersten Ring einholt und durch ihn hindurchgezogen wird. 
Ist dies geschehen, so kehrt sich der Prozeß um. Denn nun wird 
der zweite Ring sich wieder erweitern und an Geschwindigkeit 
abnehmen, der erste aber sich verengern, bis schließlich die Ringe 
wieder gleich groß und ihr Abstand derselbe geworden ist wie am 
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Anfang. Dann wiederholt sich dasselbe Spiel, mit Vertanschung 
der beiden Binge, und geht so fort bis ins Unendliche. 

§ 76. Rechnerisch noch etwas weiter verfolgen wollen wir, 
wie in § 66, den zweidimensionalen Fall, wo die Flfissigkeits- 
bewegong parallel der a^j^-Ebene erfolgt und nur yon den Koordi- 
naten X und y abhängt Dann yereinfacht sich die Inkompressi- 
bilitätsbedingung (385) zu: 

^ + ^ = 

Von den drei Rotationskomponenten in (59) verschwinden £ 
und 97, und es bleibt nur noch übrig: 

SO daß nach (389): 
und nach (386): 

,onn\ OTT OFT 

(399) ^ = -5^' ^ = --5^- 

Die Wirbellinien und Wirbelfäden sind also alle stets parallel 
der ^'-Achse, und da sie sich parallel der a:^-Ebene bewegen, so 
bleibt die Länge jedes Wirbelfadens zeitlich konstant Da aber 
die Masse eines Wirbelfadens und, wegen der Inkompressibilität 
der Flüssigkeit, auch das Volumen sich mit der Zeit nicht ändert, 
so folgt, daß auch der Querschnitt eines jeden Wirbelfadens, und 
mit ihm nach (314) auch seine Rotationsgeschwindigkeit g einen 
zeitlich unveränderlichen Wert besitzt 

Die Gleichung des Systems der Stromlinien ist nach (396) 
und (399): 

(400) Tr=const 

gültig sowohl innerhalb als auch außerhalb der Wirbel. Da die 
Stromlinien parallel der a;y-Ebene verlaofen, so ist es für eine 
durch die vorstehenden Gleichungen dargestellte Bewegung gleich- 
gültig, ob die Flüssigkeit sich längs der is*- Achse nach beiden Seiten 
ins Unendliche erstreckt, oder ob man sich dieselbe zwischen zwei 
beliebige, der a;^-Ebene parallele feste Wände eingeschlossen denkt. 
Die zweidimensionale Poissonsche Gleichung (398) wird 
(nach 1.(139) und (140)) integriert durch das logarithmische Potential : 

(401) W,y = - ^j^ . log (> • dc\ 
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wobei d<{ den Querschnitt eines unendlich dünnen Wirbelfadens, 
i die dortige Wirbelgeschwindigkeit, p die Entfernung vom Auf- 
punkt bedeutet, und das Integral über alle Wirbelfäden zu er- 
strecken ist. Daraus ergeben sich f&r die Geschwindigkeitskom- 
ponenten in irgendeinem, innerhalb oder außerhalb der Wirbel 
goldenen Punkt a?, y nach (399) die Werte: 

1 / ta# X — X J 9 

welche besagen, daß jedes Wirbelelement da' im Aufpunkt eine 
Geschwindigkeit erzeugt, die der Entfernung umgekehrt proportional 
und im Sinne der Drehung gerichtet ist. 

Nehmen wir einmal einen einzigen unendlich dünnen Wirbel- 
faden an, etwa im Anfangspunkt der Koordinaten; dabei können 
wir die Botationsgeschwindigkeit so groß voraussetzen, daß das 
Moment ^ -da' = fi einen endlichen Wert besitzt. Dann schrumpft 
das Integral in (401) auf ein einziges Element zusammen und es wird : 

W ^'logQ. im) 

Die Stromlinien sind also nach (400) konzentrische Kreise, und 
die Geschwindigkeitskomponenten in irgendeinem Punkt außerhalb 
des Wirbels nach (399): 

Das sind, abgesehen von einem konstanten Faktor, genau 
wieder die früheren Gleichungen (373). Der Unterschied ist nur, 
daß dort die in konzentrischen Kreisen wirbelfrei zirkulierende 
Flüssigkeit von einer indifferenten festen zylindrischen Wand be- 
grenzt war, während hier ein ursächlicher Zusammenhang zwischen 
dem Moment des im Zentrum ruhenden Wirbelfadens und der 
äußeren Strömung besteht. 

Für zwei derartige Wirbelf&den, in den Punkten Xij/j und x^ygi 
haben wir nach (401): 



W=-^logQt-^ log 02 (404) 



^lor — ^ 
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Durch diese Gleichungen ist der Gfeschwindigkeitsznstand der 
gesamten wirbelfreien Flfissigkeit auf die augenblickliche Lage 
der beiden Wirbelfäden zurtickgef&hrt Die Stromlinien sind: 
W = const, das Geschwindigkeitspotential: 

(405a) g> ^ »rcl« f=g - ^^ ard« f^g , 

und, entsprechend der Vieldeutigkeit, der wirbelfreie Baum drei- 
fach zusammenhängend. 

Was nun die Bewegung der Wirbelfäden selber, also die Ver- 
änderungen der Koordinaten x^, ^i, x^y y^ mit der Zeit betrifft, 
so kann man dieselben ebenfalls aus (405) entnehmen; doch ist 
dabei zu beachten, daß ein Wirbelfaden sich selber keinerlei fort- 
schreitende Geschwindigkeit erteilt, was sich natürlich auch rech- 
nerisch ergibt, wenn man auf die in seinem Innern herrschenden 
Verhältnisse eingeht Dann fällt in (405) das der Bflckwirkung 
eines Wirbelfadens auf sich selbst entsprechende Glied fort, und 
wir erhalten: 

(406) .u,= ^-^ = -^^l^, ^^^^^tihH^^ 

^ ^ ^ dt n Pu* ^ ^ dt n p^* ' 

(407) M,= ^^ thyuiVi^ ,;,= ^ = aa=^. 

^ ^ 'dt n (),2* ^ ^ dt n q^ 

Hieraus eigibt sich folgendes Bild der Bewegung der beiden 
Wirbelfäden: Da 

Ih'^ + Ih'^i = und fi^Vi + fi^v^ = , 
so bleibt der Punkt mit den Koordinaten: 

(408) ^-trT-^- "-tr?:--^" 

den man den «iSchwerpunkt** der beiden Wirbelfäden nennen kann 
dauernd in Buhe. 
Femer ist: 

u^{Xi — x^) + Vi{yi — y^^O, 
und: 

M^i—xt) + Myi—y^ = o, 

d. h. die Bewegung jedes der beiden Fäden erfolgt rechtwinklig zu 
ihrer Verbindungslinie. Daher bleibt ihre Entfernung, und ebenso 
die von ihrem Schwerpunkt, konstant. Die Fäden rotieren also mit 
gemeinschaftlicher Winkelgeschwindigkeit in konstantem Abstand 
Qi2 ^^ ihren Schwerpunkt. Sind die beiden Botationen gleich- 
sinnig, so liegt der Schwerpunkt zwischen den beiden Fäden ; sind 
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sie entgegengesetzt, so liegt derselbe außerhalb, auf der Seite des 
größeren Moments. Die Winkelgeschwindigkeit der Botation ist 

sie erfolgt im Sinne des größeren der beiden Momente. 

Sind die Momente einander gleich and entgegengesetzt, so 
rückt der „Schwerpunkt^ ins Unendliche, die Winkelgeschwindig- 
keit der besprochenen Botation wird Null und die beiden Wirbel- 
faden führen nach (406) und (407) eine gemeinsame Translations- 
bewegung aus mit der Geschwindigkeit -^ in der Richtung der 

zwischen ihnen hindurchgehenden Stromlinien, ebenso wie ein 
einziger Wirbelring (§ 75). In der Tat kann man zwei solche 
„antiparallele^ Wirbelfäden als Bestandteile eines einzigen Wirbel- 
ringes von der Form eines unendlich langen Bechtecks auffassen. 
Die Lage der Stromlinien ergibt sich in diesem speziellen Fall 
nach (400) und (404) aus der Gleichung: 

^ = const (409) 

Die Stromlinien sind also die zur Verbindungslinie der beiden 
Wirbelfäden symmetrisch gelegenen Kreise, welche ihren Abstand 
in harmonischem Verhältnis teilen. 

§ 77. Schließlich betrachten wir noch ein einfaches Beispiel 
für den Fall eines Wirbelfadens mit endlichem Querschnitt, näm- 
lich einen kreisförmigen Wirbelfaden vom Badius B und der 
überall gleichförmigen Botationsgeschwindigkeit g, die, wie wir 
wissen, auch zeitlich konstant bleibt Dann sind die Integrale mit 
den wirbelnden Elementen do' über die ganze Kreisfläche zu er- 
strecken. Die Ausdrücke für die Geschwindigkeitskomponenten 
in irgendeinem Punkt der Flüssigkeit ergeben sich entweder 
durch Ausführung der Integration in (401a); oder auch, für uns 
bequemer, mittels Berechnung des logarithmischen Potentials W 

einer mib der gleichmäßigen Flächendichte -^ auf dem Kreise aus- 
gebreiteten Masse, nach (401). Bezeichnen wir die E ntfernung des 
Aufpunktes vom Mittelpunkt des Kreises mit Qq == yx*+y* , so 
ist für einen inneren Punkt (()o<jB) nach I. (145): 

TF = -l (i2« - (»o') - gl? log S , (410) 

dagegen für einen äußeren Punkt {qq^JR) nach L (146): 

W giZMogpo. (*ll) 

Planck, Mechanik deformierbarer Körper, t. Anfl. 13 
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Daher sjuid nach (400) die Stxomllnien sowohl iimerhalb als 
auch außerhalb des Wirbelzylinders die konzentrischen Kreise 
qq = const. Aber während außerhalb des Zylinders, im wirbelfreien 
Eaume, die Geschwindigkeit nach (399) nnd (411) dargestellt wird 
durch: 

(412) t^ = -gi2^f., t;=-Ci2« 

also wieder ganz übereinstimmend mit (403), ist sie im Innern 
nach (410) gegeben durch: 

(413) M = _gt/, t; = ga:. 

Hier rotiert also die Flüssigkeit mit der ßotationsgeschwindig- 
keit g, ohne Deformation, wie ein starrer Körper. Vgl (39). Be- 
merkenswert ist dabei, daß an der Oberfläche des Wirbelfadens, 
da, wo die wirbelnde an die wirbelfreie Flüssigkeit grenzt, die 
Geschwindigkeit sich durchaus stetig verhält-, indem die Formeln 
(412) und (413) für Qq==B ineinander übergehen. Für diesen Wert 
erreicht die Größe der Geschwindigkeit ein Maximum, im Betrage 
CB, yon dem sie nach beiden Seiten bis Null abfällt 

Der Druck p folgt im äußeren, wirbelfreien Flüssigkeitsraume 
nach (322) dem Gesetze: 

(414) j,__|g2^;^. const, 

dagegen im Innern des Wirbelfadens nach (297) dem anderen Ge- 
setze: 

(415) i? = y g«()/ + const 

Da nach dem Prinzip yon Wirkung und Gegenwirkung der 
Druck an der Grenzfläche stetig ist, so ist seine Größe überall 
bestimmt, wenn sie in irgendeiner Entfernung, z. B. im Unend- 
lichen, gegeben ist. Läßt man den Aufpunkt aus dem Unendlichen 
heranrücken, so nimmt der Druck ab mit Annäherung an den 
Wirbel, und von da weiter bis zu seiner Mitte, wo er am klein- 
sten ist 

Viertes Kapitel. Beibang. 

§ 78. Die im Vorhergehenden dargelegten Anwendungen der 
hydrodynamischen Grundgleichungen haben uns gezeigt, daß diese 
Gleichungen, in der §53 abgeleiteten Form, eine ansehnliche Zahl 
verschiedenartiger Fltissigkeitsbewegungen in guter Übereinstim- 
mung mit der Wirklichkeit darzustellen vermögen. Doch gibt es 
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immerhiii noch Klassen yon hydrodynamischen Vorgängen in der 
Natur, deren Gesetze sich den Forderungen jener Differential- 
gleichungen nicht fügen; das ist uns am auffallendsten entgegen- 
getreten in dem paradoxen Satze des § 65, wonach eine in einer 
ruhenden Flüssigkeit sich bewegende Eugel keinerlei Widerstand 
erleiden soll. Wenn wir für diesen wichtigen Fall den tatsäch- 
lichen Verhältnissen besser Rechnung tragen wollen, so müssen wir 
die Theorie passend erweitern. Es fragt sich, in welcher Welse. 
Die Bewegungsgleichungen (83) und (84) im ersten Teil dieses 
Buches sind aus den Prinzipien der allgemeinen Mechanik abge- 
leitet, die wir hier nicht wohl ändern können; an diesen Gleichungen 
halten wir also fest Dagegen bietet sich die Möglichkeit einer 
Modifikation der Theorie dar, wenn wir bedenken, daß wir zu 
unseren hydrodynamischen Differentialgleichungen (262) nur ge- 
langten durch die ' Einführuug der Hypothese der „yollkommenen 
Elastizität", d. L der Hypothese, daß der Druck nur abhängt vom 
Deformationszustand (§ 21). Dann ergeben sich für eine Flüssig- 
keit die einfachen Werte (261a) der sechs Druckkomponenten. 
Wir wollen nun jetzt diese Hypothese dahin erweitern, daß der 
Druck in einem Eörperelement außer vom Deformationszustand 
auch noch vom Geschwindigkeitszustand des Eörperelements ab- 
hängen soll, d. h. yon den Geschwindigkeitskomponenten u^ v^ w 

und ihren Differentialquotienten g^, j^f***- Demgemäß schreiben 

wir, die Gleichungen (261a) verallgemeinernd: 






} (416) 



P = m, (417) 

und nehmen an, daß die zusätzlichen Druckkomponenten X/, Xy, - • • 
in gewisser Weise von den genannten Geschwindigkeitsgrößen ab- 
hängen. Nun ist klar, daß weder eine gleichmäßige Translations- 
geschwindigkeit noch eine gleichmäßigeRotationsgeschwindigkeit des 
Eörperelements irgendeinen unmittelbaren Einfluß auf den Druck in 
ihm haben kann, sondern nur ein solcher Geschwindigkeitszustand, der 
mit einer Deformation verbunden ist Daraus folgt, daß von den 
zwölf Geschwindigkeitsgrößen (256) nur die sechs Eomponenten der 
Deformationsgeschwindigkeit x„ o:^, ' • * in die Ausdrücke von X^, 
Xy^ ' • • eingehen können, und zwar, wie wir annehmen wollen, linear, 
was bei hinreichend kleinen Deformationsgeschwindigkeiten sicher 

12" 
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zutrifity and homogen, weil für yerschwindende Defonnations- 
gesch windigkeit der durch sie erzeugte Druck jedenfalls auch yer- 
sch windet Den durch den neu eingeführten Tensor dargestellten 
Druck nennen wir die ^Beibung"" der Flüssigkeit, und zwar speziell 
die ^innere** Reibung oder „Zähigkeit" (Viskosität), im Gegensatz 
zur „äußeren'' BeibuDg, welche sich bei der Gleitung der Flfissig- 
keit längs der BerOhrungsfläche mit einer anderen Substanz geltend 
macht, und die bei der Aufstellung der Grenzbedingungen zu be- 
rücksichtigen ist 

Sobald der Tensor der Beibung als lineare homogene Funktion 
des Tensors der Deformation^geschwindigkeit bekannt ist, folgen 
aus den allgemeinen Gleichungen (83) und (84) in Verbindung mit 
(416) und (417) die Beweguogsgesetze, nämlich: 

("^- -S^i^j * = F^ + "öF + T7 + "ST' 

(419) y;--^;, z:^x:, i;=r;. 

Um nun noch die Art der Abhängigkeit der Z., Xy, - • • yon 
den Xg.^ Xy^ • • • kennen zu lernen, besitzen wir, kein einfacheres 
und zuverlässigeres Mittel als das, welches wir im § 23 zur Ab* 
leitung der elastischen DrackkompoDenten in einem festen Körper 
benutzten: die Anwendung des Prinzips der Erhaltung der Energie, 
aber hier nicht als eines mechanischen Satzes, sondern als eines 
universellen physikalischen Prinzips. Denn die Beibung gehört 
nicht zu den konstrvatiyen Kräften (I. § 49), sondern bei jedem 
Vorgang, an dem Beibung beteiligt ist, verwandelt sich ein ge* 
wisser Betrag von mechanischer Energie in Wärma Die während 
einer unendlich kleinen Zeit dt in einem unendlich kleinen Körper- 
element vom Volumen dx durch Beibung erzeugte Wärme wird 
proportional sein den Größen dt und dt\ wir setzen sie also gleich: 

(420) W^dt'dx, 

und haben dann W als eine endliche stets positive Größe zu be- 
trachten. 

Wenn wir nun genau ebenso verfahren wie früher in § 23, 
nur mit dem Unterschiede, daß wir statt der Energiegleichung (89) 
schreiben: 



Reibung. 181 

d{L + U) + fw 'dt'dr^A, (421) 

und daß wir statt der Bewegangsgleichungen (83) imd (84) für 
einen elastischen festen Körper die Bewegangsgleichungen (418) 
and (419) fftr eine reibende Flüssigkeit benutzen, so gelangen wir 
schließlich, anstatt zu (95 j, zu der Beziehung: 

fW'dT'dt + f{Xjx^ + XyX^ + • . ')dT'dt = 0. (422) 

In formaler Hinsicht ist dabei zu beachten, daß im § 23 die 
Bezeichnungen u, v, w, o;^, a:^, * • • sich auf die Lagen, hier aber, 
gemäß (^56), auf die Geschwindigkeiten beziehen, und daß daher 
in der jetzigen Bezeichnung jene Zeichen alle mit dem Faktor dt 
zu multiplizieren sind, um dieselben Größen auszudrücken, welche 
wir ftUher durch die Differentiale du, dv, dw, dx^, dXy^ • • • 
darstellten. 

Da die Gleichung (422) für ein beliebig kleines Volumen gilt, 
so erhalten wir für jeden einzelnen Baumpunkt: 

^:x^ + ^yVy + Z^z, + Yiy, + Z^z, + X;xy TT. (423) 

Nun sind, wie wir sahen, die Druckkomponenten homogene 
lineare Funktionen der Variabein ic^., Xy, • • •; folglich ist W eine 
homogene quadratische, und zwar stets positive, Funktion dieser 
Größen. Da aber weiter wegen der physikalischen Bedeutung von TT 
und wegen der Isotropie der Flüssigkeit die Eonstanten dieser 
Funktion nicht abhängen können von der Wahl des Koordinaten- 
systems, so ist nach (117) die allgemeinste Form von TF: 

>^-()(^. + yy + ^^' + 2x(:g,« + y/ + V + ^''^'f-^^ ), (424) 

wo q und X zwei positive, für die innere Reibung der Flüssigkeit 
charakteristische Eonstante bedeuten. 

Hieraus ergeben sich nun eindeutig die Ausdrücke für die 
Beibungskomponenten. Denn da die Komponenten der Deformations- 
geschwindigkeit alle voneinander unabhängig sind, so folgt aus den 
beiden letzten Gleichungen für die Komponenten des Keibungs- 
druckes: 

5^/ = — «y„ •••, ^ 

und durch Substitution in (416) und in (418) das entsprechende 
Resultat für die Werte des Gtesamtdruckes und für die Bewegungs- 
gleichungen. 



(426) { 
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In diesen Formeln ist die Stokessche Theorie der Fl&ssigkeits- 
reibang enthalten. 

FOr inkompressible Fifissigkeiten, die wir in der Folge allein 
betrachten wollen, vereinfachen sich die Gleichungen wesentlich da- 
durch, daß die Volumendilatationsgeschwindigkeit x^ + Py + Zg^^O, 
und infolgedessen nach (416) und (425): 

X^^p — 2xx^, ry=i> — 2xyy, Z,=j} — 2xz„ 

7,=^ — «!/,, Z^ =—xZj,, Zy = — xa:y. 

Die innere Beibung einer inkompressibeln Flüssigkeit hängt 
also nur von einer einzigen Eonstanten x ab. 

Zur vollständigen Formulierung der Gesetze einer bestimmten 
mit Beibung verbundenen Flüssigkeitsbewegung gehört nun noch 
die Aufstellung der Grenzbedingungen. 

Wenn die Flüssigkeit längs einer ruhenden festen Wand strömt, 
so bedarf es für den auf die Oberfläche wirkenden normalen Druck 
keiner besonderen Bedingung, weil der Widerstand der Wand 
jeden beliebigen Druck auszuhalten vermag. Für den tangentiell 
auf die Flüssigkeitsoberfläche wirkenden Druck dagegen wird beim 
Vorhandensein von Beibung eine gewisse Beziehung gelten, in 
welcher die Geschwindigkeit, mit welcher die Flüssigkeit längs 
der Wand gleitet, eine Bolle spielt Bezeichnet wieder v die 
innere Normale der Flüssigkeitsoberfläche, und Z^, F^, Z^ die 
Komponenten des von außen her auf ihr lastenden Druckes, so 
wird die tangentielle Komponente desselben, welche ja bei einer 
vollkommen elastischen Flüssigkeit völlig verschwindet, bei einer 
reibenden Flüssigkeit in die der Strömungsgeschwindigkeit gerade 
entgegengesetzte Bichtung fallen, und ihre Größe wird am ein- 
fachsten jener Geschwindigkeit q proportional zu setzen sein, also : 

(427) X^ cos (rx) + F^ cos (ry) + Z^ cos (t ;?)== — jl . g , 

wenn r die Bichtung der Strömung bezeichnet, und X eine gewisse 
positive, sowohl von der Substanz der Flüssigkeit als auch von 
der der Wand abhängige Konstante, den „Koeffizienten der äußeren 
Beibung". 

In dieser Formulierung sind auch die extremen Fälle ;i «» 
und X = oo inbegriffen. Für den ersten Fall verschwindet mit 
der äußeren Beibung auch der Tangentialdruck, für den zweiten 
ist, da der Tangentialdruck jedenfalls endlich bleibt, die Gleitungs- 
geschwindigkeit $ »= 0, d. h. die Flüssigkeit „haftet" an der festen 
Wand. Über den numerischen Wert der Koeffizienten der inneren 
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und de^ äaßeren Beibang können im Rahmen der hier entwickelten 
Theorie nur die Messungen entscheiden. 

§ 79. Betrachten wir zunächst als einfache Anwendung der 
aufgestellten Gleichungen die stationäre Strömung einer in- 
kompressiblen Flüssigkeit durch eine enge kreiszylin- 
drische Bohre. Der Druck an den beiden Enden der Bohre sei 
gegeben, das Gewicht der Flflssigkeit werde yernachlässigt. 

Wir machen die Achse der Bohre zur ;?- Achse und den Anfangs- 
querschnitt zur a;^-Ebene; hier möge der Druck i^o s^^^- Ist l die 
Länge der Bohre, also der Endquerschnitt z^==^l, und ist der Druck 
Pi<>Po} so strömt die Flüssigkeit in der Bichtung der positiven 
;?- Achse. Die Stromlinien werden parallel der ^r- Achse sein, also: 

u = 0, t; = 0. (428) 

Dann folgt aus der Bedingung des stationären Zustandes und 
aus der Inkompressibilitätsbedingung (385): 

^ = und |f = 0. (429) 

SO daß sich für die Druckkomponenten aus (426) die folgenden 
Werte ergeben: 

^x=Pr Yy^p, ^t'=^Pf 






(430) 



Die Bewegungsgleichungen (83) lauten dann, indem alle drei 
Beschleunigungskomponenten verschwinden : 

^ = ^ = ) 

Da mithin p nur von z abhängt, während nach (429) w nur 
von X und y abhängt, so kann die letzte Beziehung nur bestehen, 
wenn 

WO c, das Druckgefälle, eine positive Eonstante bedeutet, deren 
Wert sich sogleich daraus ergibt, daß für z^=^0 und z=^l der 
Druck gegeben ist; nämlich: 



PlZjPi^äl. (433) 
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Um aus (432) w als Funktion von x nnd y zu finden, fahren 
wir ebene Polarkoordinaten q und g> ein (I. (159)) and bedenken, 
daß wegen der Synunetrie tu nur yon g abhängt. Dann er- 
gibt sich: 

(A2A\ ^ + ^«,?^ -L ll!? = _ _1. 

^*^*^ hx*^ öy« d(»« ^ e dp X 

Um diese Differentialgleichung allgemein zu integrieren, setzen 
wir: 

(435) 9^ = «''. 



Dann ist: 



also wird nach (434): 



Integriert: 



dp 

dw' d^w j^ dw 

'dQ~^'dQ^'^d^ 



1 diD e 

' ^ P^ X A 



und nach (435), durch nochmalige Integration: 

(436) ^ = -T 'T + ^logp + J?. 

Zur Bestimmung der beiden Integrationskonstanten dienen die 
Grenzbedingungen. Für p »= ist u; endlich, also 

(437) il = . 

. Für die Flüssigkeitsoberfläche sei (> = 22 (Radius der Bohre). 
Dann ist in (427): 

cos (r a:) «=» , cos (r t/) *=» , cos {jz) = 1 , 

und, da v mit — q zusammenfällt, nach (74) und (430) 

•* da? p ' öy p 

Folglich nach (427) für p = -B: 

Hier ist nach (436) und (437) zu setzen: 

i? ;f 4 • ' 

und: 

I bw . dtü\ I duA e i? 



ii; = 4^ . (l? — e« H- ^ ij). (439) 
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Mithin lautet die Grenzbedingang (438): 

^ X 4 ^ ;l 2 ' 

and wir erhalten als Lösung der Aufgabe aus (436), mit den ge- 
fundenen Werten der Eonstanten e und B^ fQr die Strömungs- 
geschwindigkeit: 

• äP 

'Axl 

Die Geschwindigkeit nimmt also von der Mitte der Röhre 
gegen die Wandung hin ab, wie natürlich. Damit sie aber überall 
einen endlichen Wert besitzt, muß nicht nur x, sondern auch X yon 
Null verschieden sein, was auch leicht einzusehen ist. 

Zur Prüfung der abgeleiteten Formel (439) dient am besten 
die Messung des in einer bestimmten Zeit t ausgeströmten Flflssig- 
keitsYOlumens 7. Dasselbe ergibt sich durch Integration über 
einen Querschnitt der Röhre als: 

R t/r 


also* 

r-.J.^.f(i+^).,. («») 

Hiernach wird das Ausströmungsgesetz wesentlich beeinflußt 
durch das Verhältnis der inneren Reibungskonstante x zur äußeren 
Reibangskonstante Z. Ist dies Verhältnis klein gegen den Röhren- 
radius JS, so ist die Ausflußmenge proportional der vierten Potenz 
des Radius, und nur von der inneren Reibung abhängig. Ist es 
aber groß gegen 22, so ist die Ausflußmenge proportional der 
dritten Potenz des Radius, und nur von der äußeren Reibung ab- 
hängig. In den Zwischenfällen ist das Gesetz verwickelter, in- 
dem die Einflüsse der beiden Reibungskoeffizienten sich super- 
ponieren. 

Die Versuche von Poiseuille, welche in der Folge bestätigt 
worden sind, haben ergeben, daß in der Regel der erstgenannte 
Fall verwirklicht ist, daß also in der letzten Formel ;i = oo gesetzt 
werden kann, oder: 

V^^.äf.^.t. (441) 

Daraas folgt weiter nach (439), daß an der Böhrenwand, far 
0==B, u> = , oder daß die Flüssigkeit an der Substanz der 
Wand „haftet". 
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Das Poiseaillesche Gesetz (441) gilt aber erfahrungsgemäß 
nur für hinreicheod enge Eöhren. Wenn nämlich der Badios E 
der Röhre einen gewissen kritischen Wert überschreitet, verliert 
die ganze hier entwickelte Lösung des Problems ihre physikalische 
Bedeutung; schon der erste Ansatz (428) entspricht nicht der 
Wirklichkeit, da die Stromlinien tatsächlich nicht mehr parallel 
der Böhrenachse verlaufen, sondern durch Wirbelbildungen be- 
einflußt werden, — eine Erscheinung, die man als ^Turbulenz^ 
bezeichnet Nach den neueren Forschungen steht das Auftreten 
der turbulenten Bewegungen nicht etwa in einem Widerspruch 
mit den hydrodynamischen Gleichungen, sondern dasselbe erklärt 
sich dadurch, daß die Gleichungen für die Strömung mehrere ver- 
schiedene Lösungen besitzen, von denen die hier entwickelte ein- 
fachste nur im Falle eines hinreichend engen Bohres die stabile, 
in der Natur verwirklichte Bewegung darstellt Doch bereitet 
die exakte Theorie der Turbulenz der mathematischen Behandlung 
bedeutende Schwierigkeiten. 

§ 80. Die entwickelte Theorie der Beibung gestattet uns auch, 
ein Problem, das wir bei früherer Gelegenheit (§ 65) als unlösbar 
erkannten, hier mit besserem Erfolge wieder aufzunehmen: die 
Berechnung des Widerstandes, den eine bewegte Kugel in einer 
ruhenden Flüssigkeit erfährt. Wir fragen nach der Größe der ge- 
samten Druckkraft, welche eine ruhende inkompressible Flüssigkeit 
auf eine in ihr mit der konstanten Geschwindigkeit a in einer be- 
stimmten Bichtung, der ;?-Achse, bewegte Eugel vom Badius JR 
ausübt Dabei wollen wir die Flüssigkeit auch als schwer, von 
der Dichtigkeit k, voraussetzen. Statt der bewegten Eugel in der 
ruhenden Flüssigkeit setzen wir wieder nach dem Belativitäts- 
prinzip die ruhende Eugel, mit dem Mittelpunkt im Anfangs- 
punkt der Eoordinaten, im gleichförmigen Flüssigkeitsstrom, 
d. h. in einer stationären Strömung, deren Geschwindigkeit in un- 
endlicher Entfernung von der Eugel (r = oc) 

(442) u = 0, t; = 0, w = — a 

ist 

Als andere Grenzbedingung benutzen wir die im vorigen 
Paragraphen gefundene, daß an der Oberfläche der Eugel, also für 
r ==^B, die Flüssigkeit an der Eugel haftet, d. h. 

(443) u = 0, t; = 0, w; = 0. 
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Als Differentialgleichangen zur Bestimmung von u, v, w und p 
als Funktionen von x, y, z dienen uns die fiewegungsgleichungen (83) 
mit den Werten (426) der Druckkomponenten, und die Inkompressi- 
bilitätsbedingung (385). Im allgemeinen sind die Bewegungs- 
gleichungen nicht linear; denn für die Beschleunigung haben wir: 

Daher woUen wir die Aufgabe noch weiter vereinfachen durch 
die einschränkende Annahme, daß die Geschwindigkeiten u^ v, w 
hinreichend klein sind, um die quadratischen Glieder auf der 
rechten Seite von (444) vernachlässigen zu kOnnen. Dann gehen 
die Gleichungen (S3) über in: 

oder, mit Substitution der Ausdrücke (426) für die Druckkompo- 
nenten und Berücksichtigung derInkompressibilitätsbedingung(385): 

(X-^)i-^+«.Ju = 0,..., (445) 

und weiter, da die Strömung stationär ist, und X = 0, F=0, 

^==x • Au. 



j^ = — iflp + x.J«;. 



(446) 



Ans diesen drei Gleichungen läßt sich p eliminieren, wodurch 
man erhält: 

Nun zerfällt die ganze Aufgabe in zwei getrennte Teile: 
erstens die Bestimmung der Geschwindigkeitskomponenten u, v, w 
aus (385) und (447), mit den Grenzbedingungen (442) und (443), 
zweitens die Bestimmung des Druckes p aus (446) und der aus 
den Druckkomponenten resultierenden Gesamtwirkung auf die 
Kugel. 

Was zunächst die Geschwindigkeit betrifft, so ist wegen der 
Grenzbedingungen klar, daß dieselbe hier kein Potential haben kann. 
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Wir machen daher, im Anschluß an die Gleichungen des § 65, aber 
mit einiger Verallgemeinerung derselben, folgenden Ansatz: 

« = — Ä? + «. 



(448) 



17 = — _»: -|. t;, 

(449) 9, = fl.sr + 6._Jl + c.J^, 

wo u^ v\ w drei neue Funktionen mit einfacheren Eigenschaften, 
a, &, c drei Eonstante bedeuten. Dann ist die Grenzbedingung (442) 
erfGilty falls nur u , v\ w im Unendlichen verschwinden. Die In- 
kompressibilitätsbedingung (385) verlangt^ daß: 

Bedenkt man qub, daß nach (449): 

und daß 

(451) jr = ^, + ^, + ^=-, 

so geht (450) über in: 

Ott j^ d»' j^ btt?' O/» '' 

Um diese Gleichung zu befriedigen, setzen wir: 

u=0, t;=0, tc;=~, 
und erhalten so aus (448): 

dop 



(452) 



W = — ^ H 



Mit diesen Ausdrücken lassen sich auch alle übrigen Bedingungen 
erffiUen. Zunächst erkennt man leicht, daß ^ie Gleichungen (447) 
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identisch befriedigt werden. Es bleiben noch die Grenzbedingnngen 
(443), welche fttr r = -B ergeben: 

^ , r j_ 6*r 3bx2 exs 



dal 



d«r . 2c 



= -a-6^-C^ + -g 

Darans folgt: 

6==^, e = |Ä«, («3) 

wodurch nun u, v, u; vollkommen bestimmt sind. 

Der zweite Teil der Aufgabe betrifft die Berechnung des 
Druckes. Hierfür ergeben die Gleichungen (446), mit Berücksich- 
tigung der gefundenen Werte von ü, t;, u^, durch Integration: 

wenn po den Druck des von der Kugel unbeeinflußten Flfissigkeits- 
stromes in der Ebene z^=0 bedeutet, und daraus durch Einsetzen 
des Ausdrucks (449) von ^: 

i> = — 'kgz + 2«c • j^ + 2?o- (454) 

Die gesamte Druckkraft, welche die strömende Flüssigkeit auf 
die ruhende Engel ausübt, ist die Resultierende aller auf die Ober- 
flächenelemente de der Engel mit der inneren Normalen 1^= — r 
wirkenden Druckkräfte; also, da sie sich jedenfalls auf ihre iS^-Eom- 
ponente reduziert, nach (74): 

^Z^dc = {{Z^ cos {yx) + Z^ cos {yy) + Z^ cos {vz^ da, (455) 

wo nun die Werte der Druckkomponenten aus (426) einzusetzen 
sind; sodann ist über die ganze Eugeloberfläche zu integrieren, am 
besten mit Einführung von Polarkoordinaten: da^^B^smd^dO^dq). 
Die direkte Bechnung gestaltet sich etwas umständlich; man kann 
sie sich wesentlich erleichtern durch folgende Überlegung: 
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Nach (83) ist für unseren Fall im ganzen Innern der 
Flüssigkeit: 

Denn die Beschleunigung jp verschwindet hier, wie wir oben 

an der Hand der Gleichungen (444) sahen. 

Integriert man nun diese Gleichung fiber den Zwischenraum 
zwischen der Oberfläche der festen Kugel und irgendeiner kon- 
zentrischen Eugelfläche mit einem Radius r>^, und benutzt 
dabei die Belation (78), so ei^ibt sich, daß das Integral (455), er- 
streckt über die Eugelfläche mit dem Radius £, gleich ist dem- 
selben Integral, erstreckt über die Eugelfläche mit dem Radius r, 
zuzüglich des Gliedes: 
(456) — *i/(T;— Fi?), 

wenn V^ und Vr die Volumina der beiden Engeln bedeuten. Da 
nun die Wahl von r ganz beliebig ist, nehmen wir r unendlich 
groß und erzielen dadurch eine wesentliche Vereinfachung unserer 
Ausdrücke. 

Zunächst ist für r = oo, nach (452) und (449): 

^* "^ öx ■*" öi """ ^ • 

y ~ öy "*" 51 ™ f*^ ' 






folglich nach (426), mit Berücksichtigung von (454): 

Setzt man diese Werte in (455) ein und integriert über alle 
Elemente (2<;=.r'sin ^^^^9 der Eugelfläche r mit der inneren 
Normalen 1; = — r, so erhält man den Ausdruck: 

und hierzu (456) addiert ergibt für die gesuchte Druckkraft auf die 

Engel den Wert: 

ifl^Fß — 8;rxc, 
oder nach (453): 

(457) TcgYn — ^n'KRa. 
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Das erste Glied entspricht dem durc^ das Gewicht der von der 
Kugel verdrängten Flüssigkeit O bedingten Auftrieb (L § 114), das 
zweite dem Beibungswiderstand. Derselbe wirkt natürlich im Sinne 
des Flüssigkeitsstromes (442). 

Betrachtet man die Kugel als frei beweglich und schwer, vom 
Gtewicht 00, und fragt nach der Kraft -F, welche man auf sie 
wirken lassen muß, damit sie in Ruhe bleibt, so ergibt sich für 
die Größe von -F, positiv nach oben gerechnet: 

F=G^ — Q-\-%jtxEa. (458) 

Dies ist also auch zugleich die Kraft, welche man auf die 
Kugel in der Richtung nach oben ausüben muß, damit sie sich in 
der ruhenden Flüssigkeit mit der konstanten Geschwindigkeit + «t 
bewegt Umgekehrt liefert diese Stokessche Formel die Größe a 
der stationären Geschwindigkeit, mit der sich die Kugel durch die 
Flüssigkeit hindurch bewegt, wenn eine konstante Kraft F auf sie 
wirkt. Fällt z. B. die Kugel nur durch ihre Schwere, so ist die 
Geschwindigkeit: 

a ^A^^^. (459) 
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